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THEORIE ELEMENTAIRE 



DES 



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 
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Les personnes qui veulent étudier Ja théorie des fonc- 
tions elliptiques ont certainement d'excellents ouvrages 
à leur disposition : les Fundamenta nov^a de Jacobi, les 
OEui^res d'Abel, Touvrage plus ancien de Legeudre, sont 
des chefs-d'œuvre qu'il est bon d'avoir lus quand on veut 
approfondir la théorie des fonctions elliptiques. Le Traité 
des fonctions doublement périodiques y de MM. Briot et 
Bouquet, résume aujourd'hui presque tous les faits acquis 
à la Science sur cette branche intéressante de l'Analyse^ 
mais il n'existe pas de Traité, pour ainsi dire élémentaire, > 
dans lequel on puisse prendre une idée suffisamment 
exacte de la théorie des fonctions elliptiques, sans cepen- 
dant l'approfondir dans tous ses détails. 

Nous croyons donc faire une chose utile en offrant 
aux lecteurs des Nou{f elles Annales une théorie des 
fonctions elliptiques résumant leurs propriétés les plus 
importantes, et leurs principales applications à la Géo- 
métrie et à la Mécanique. 

Nous n'avons pas l'intention, disons -le immédiate- 
ment, de suppléer à la lecture des grands maîtres^ nos 
articles devront surtout ayoir pour but de faciliter cette 
lecture et d'en inspirer le goût. 

L. I 
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KOTIOMS PRÉLIMINAIRES. 

Avant d'aborder la question des fonctions elliptiques, 
nous ferons connaître quelques principes relatifs à la 
théorie générale des fonctions. 

Nous représenterons une imaginaire x -^j y'-— i par 
un point dont les coordonnées seront x et y^ ou par une 

droite dont la longueur sera le module /• = y^x*-H j*, 
faisant avec Taxe des x un angle 6 égal à Fargumei^t de 

X -^j \] — I . Cet argument sera d'ailleurs pour nous 
l'un quelconque des angles ayant pour cosinus ~ et pour 

y 

sinus -• 

r 



Quand nous dirons que le point x ^j y^— i décrit 
une courbe, il faudra entendre par là que le point dont 
les coordonnées sont x^jr décrit celte courbe. Oa peut 

considérer l'expression X H- Y ^— i , où X et Y sont des 

fonctions de x et j', comme une fonction de x -h y ^ — i . 
Cauchy se plaçait à ce point de vue, mais nous ne con- 
sidérerons que les fonctions de x -h y y/— i ayant une 
dérivée unique et bien déterminée. Cette condition d'avoir 
une dérivée unique impose à X et Y certaines propriétés 

que nous allons faire connaître. La dérivée de X -H Y y— i 

est 

dX, dX^ / /dY^ dY^ \ 

dX'hdY^—i_dx dj ^ ^ Xdx d/ ^ / 

dx'\'dj)j — I dx-^-djr^ — I 

dy 

et, pour qu'elle soit indépendante du rapport -^> c'est-à- 
dire de la manière dont dx-^ dyyJ-^-i tend vers zéro, 



(3) 
il faut que 

dX / — dY dX / dY 

T- -^ V — ' r" T" + V— ^ T- 

d'où l'on conclut, en égalant les parties réelles et les coef-. 
ficients de ^ — i , 

dX_dY ^__ÎÎ2^ /*^ 
ôjr (\jr dx d/ ^ ' 

Nous supposerons ces relations toujours satisfaites; d'ail- 
leurs, la manière dont On prend les dérivées des fonctions 
que l'on rencontre en analyse prouve que ces fonctions 
n'ont qu'une seule dérivée. 

Une fonction qui n a qu'une dérivée en chaque point, 
c'est-à-dire pour chaque valeur de la variable, a quelque- 
fois été appelée monogène. 

Utte fonction est dite monodrome dans une portion C 
du plan, quand, le point qui représente sa variable (ou, 
pour abréger, quand sa variable) se mouvant dans cette 
portion C du plan, la fonction reprend toujours la même 
valeur quand sa variable repasse par le même point. 

Les fonctions bien déGnies, telles que les fonctions ra- 
tionnelles, le sinus, le cosinus, l'exponentielle, etc., sont 
monodromes dans toute l'étendue du plan; car, leur va- 
riable étant donnée, elles sont entièrement définies. Il n'en 
estpas de même des fonctions irrationnelles ; ainsi , pour ne 

prendre qu'un seul exemple, \/z — ^ ou \x-\-y ^ — i — a 
n'est pas monodrome à l'intérieur d'un contour conte- 
nant le point a. 

Imaginons, en effet, que le point 2, ou oc-hy^ — i, 



(*) Pour rînterprétation de ces formules, ofoir le Traité des fonctions 
doublement périodiques, de MM. Brlot et Bouquet. 
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décrive uq cercle de rayon rayant pour centre le pointa; 
on sait que la droite qui représente la somme de deux 
imaginaires est la résultante des droites représentant 

chaque partie de la somme (*) \ la droite re'v'-*, qui re- 
présentera' la somme z — a, sera donc la résultante des 
droites qui représentent z el — a. Cette droite est celle 
qui va du point + a au point z . Supposer que le 
point z décrit un cercle de rayon r autour du point a, c'est 

donc supposer que le module r de z — a = re'v^~* reste 
constant* Cela posé, on a 

1 •/=! 



Que le point z se meuve sur le cercle en tournant dans 
le sens positif (celui dans lequel les angles croissent en 

Trigonométrie), 6 va croître ainsi que-- Mais, quand 

6 aura varié de air, le point z sera revenu à son point 
de départ, et z aura repris sa valeur initiale; il n'en 

sera pas de même de yjz — a^ qui sera devenu 

/•*e * = — r'e* , 

et qui aura changé de signe. 

DES INTÉGRALES PRISES ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES. 

La fonction /"(s) de la variable imaginaire 



^zX-Jr'x)]-^ 



(*) Voir l'Ouvrage de Mourey sur La Draie théorie des quantités pré^ 
tendues imaginaires ; sur le Calcul des équipollences (^Nouvelles Annales, 
2« série, t. VUI, 1869); mon Traité d* Algèbre ; l'Ouvrage de MM. Briot 
et Bouquet déjà cité, etc. 
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est en réalité une fonction de deux variables, et si, entre 
X etj^, on établit une relation, telle que 

^ = 7(0» r = W)y 

f(z) devient alors fonction.de la seule variable t. Si Ton 
pose alors 

^o = ?(^), Jo = ^K^), X = cp(T), Y=:^(T), 

et 

z. 1= .r, -h /o V^— I » Z = X -^-Ysj— I, 

l'intégrale 



X^'-'(S-s^-)- 



aura une valeur bien déterminée. On représente souvent 
cette intégrale par le symbole 



«-'*, 



qui, comme l'on voit, est indéterminé si Ton ne dit pas 
de quelle façon x eij sont liés entre eux ou à t. Cette 
expression est ce que l'on appelle une intégrale prise 
entre des limites imaginaires ; pour en préciser le sens, 
on ajoute la relation qui lie x k y^ soit directement, soit 
par l'intermédiaire de la variable auxiliaire t. 

Le plus souvent on emploie, pour fixer le sens de la 

/•z 

notation 1 f[z) dz^ un langage géométrique, et, au lieu 

de se donner les relations a: = cf(t), j = ^(f), on in- 
dique la nature de la courbe représentée par ces équa- 
tions. Si, par exemple, on posait 

X =z cosr, y = sin/, 

on aurait x' -+-/'= i, et si l'on intégrait par rapport à t 
de zéro à tt, on dirait que l'on prend l'intégrale le long 
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d'un demî-cercle de rayon un, déciît de l'origine comme 
centre et limité à Taxe des x. 

Réciproquement, quand on se donne le contour d'in* 
tégration, on ramène facilement Tintégrale à une ou 
plusieurs autres prises entre des limites réelles. Suppo- 
sons, par exemple, que l'on demande d'intégrery(z)rfc 
le long d'une droite inclinée à 4S degrés sur Taxe des x, 
.issue de Torigine et aboutissant à un point situé à la dis- 
tance l de Torigine. 

Les équations de cette ligne seront 



2 2 ^ 



on aura 



2 2 

et, par suite. 

Je prends pour limites o et /, parce que t représente la 
distance du point (x, y) à l'origine; cette distance est o 
ou /, selon que le point {Xjj) est à l'origine ou à l'ex- 
trémité de la droite. 

Théorème de Cauchy. — Le point z variant à Vinté" 
neur (V un contour donné, si^ à V intérieur de ce contour, 
la fonction J[z) reste monodrome, monogène et finie, 

V intégrale j f{^z)dz conservera toujours la même va- 

leur^ pourvu que le chemin qui mène de Zq àX ne sorte 
pas du contour donné, quel que soit d^ ailleurs ce chc" 
min. 

Pour démontrer ce théorème, un des plus féconds de 
toute l'Analyse, nous intégrerons la fonction ^(2) le long 



(7) 
de deux contours AMB, ANB. Soient s Tare du premier 
contour compté à partir du point A, et Is l'arc du second 
compté toujours à partir du même point A; soient 

les équations du premier contour^ et 

x.iZ=ff2[ A-s)^ yi z= ^};2 (ks) 

celles du second j et, en désignant par S l'arc AMB, 




supposons que AS soit Tare- ANB. Joignons maintenant 
les points correspondants des deux contours; soient M 
et N deux points correspondants, c'est-à-dire tels que 
AN = /:AM. Nous supposerons que la droite MN soit 
tout entière dans l'intervalle compris entre les deux con- 
tours; considérons maintenant le contour ayant pour 
équations 

. . oc *• ' ' 0(« . Oii ' OL 

0^1 — aj a, — «2 

Pour a = ai, il se réduira au premier contour AMB, 
et, pour a = «j, il se réduira au second ANB ; et, de 
plus, tous ses points seront compris à l'intérieur de 
l'aire AMBNA, quand on supposera a compris entre tfi 
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et 0L%. Intégrons la fonction y(z) le long de ce contour, 
nous aurons 

T"» T- restent d^aîlleurs finis, ainsi que leurs dérivées 

prises par rapport à a. Appelons u cette intégrale, nous 

aurons 

s 



o 
OU 

s 



d« r d r^, .dzl. 



d** C r^// .dzdz ^, . d^z 1 , 
ou, en intégrant le second terme par parties, 



ou 






Or -j- est nul pour 5 = et 5 = S, le contour passant 

en A et B pour 5 = et .^ = S quel que soi t a, c'est-à-dire 

ne dépendant pas alors de a; donc — = o, et, par suite, 

u ne dépend pas de a; il a donc la même valeur pour 
a = a, et pour a = a,, c'estr-à-dire que riiiiégrale prise 
le long de AMB ou de ANB conserve la même valeur. 
Cela suppose toutefois quey*(z) conserve la même valeur, 
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quel que soit le contour par lequel le point z se rend 
de A en B; /(z) doit donc être inonodrome; elle doit 
aussi èlre monogène, car nous avons supposé 

^=/'W^ et ^=/'(.ll% 
d« -^ ^ 'd« " d* -^ ' 'd/ 

c'est-à'direque nous avons admis que y(z) restait indé- 
pendant de la direction de l'accroissement donné à z, 
pour en faire le calcul^ enfin nos raisonnements sup- 
posenty(^) etf{z) finis. 

Considérons maintenant deux contours quelconques 

Fis. 3. 



aboutissant en A et B, et désignons, pour abréger, par 
(PRQ ...) l'intégrale àej{z) prise le long d'un contour 
désigné par PRQ . , , . Le théorème est démontré pour 
deux contours formant à eux deux un contour fermé 
convexe, car une SRcan te joignant deux points corres- 
pondants ne rencontre le contour fermé qu'en deux points 
et reste intérieure à ce contour : il en résulte que l'in- 
tégrale prise le long d'un contour ferme convexe quel- 
conque est nulle, car l'intégrale en question est égale à 
l'intégrale prise le long d'un contour infiniment petit. 
C'est celte proposition que nous allons d'abord généra- 
liser : considérons le contour AMBN, décomposons-le en 
une infinité d'autres par des parallèles à une direction 
donnée, on obtiendra ainsi une série de contours con- 



( «o) 
vexes. Eli vertu de la notation adoptée, on aura alors 



• ? 

[ab] ^{bb') -f-(6'a') + («'«) =0, 

(a'b') 4- [b'b") + (Ô'V) + (fl'V) = o, 



si Ton ajoute toutes ces formules, les termes tels que {a'b*) 
et (i'û') se détruisent, et il reste 2(a'«) -h 2(6i') =r o, 
c*est-à-dire que l'intégrale prise le long du contour 
fermé total est nulle. On a donc 

. (AMB) + (BNA) = o, 
ou 

(AMB) — (ANB) = o, 
c est-a-dire 

(AMB) = (ANB). 

c. Q. F. D. 



CAS OU LE THÉORÈME DE CAUCHT TOMBE EN DÉFAUT. 

Cauchy a remarqué que son théorème tombait en 
défaut dès que la fonction y^(z) cessait d'être finie, con» 
tinue, monodrome ou monogène, et il a tiré parti de ces 
cas pour enrichir la Science d'une de ses plus belles 
découvertes. 

Théorème I. — L'intégrale d^une fonction mono- 
drome, monogène, finie et continue [ou syneclique, 
comme l^ appelle Cauchy) à V intérieur d'un contour 
feimé, est nulle quand on la prend le long de ce 
contour. 

En effet, elle est égale, comme noits l'avons déjà ob- 
servé, à l'intégrale prise le long d'un contour quel- 
conque, ayant la même origine et la même extrémité, in- 
térieur à ce contour; le deuxième contour pouvant être 



( Il ) 

pris aussi petit que Ton veut, puisque rorigine et l'ex- 
trémité se touchent, l'intégrale est nulle. 

Cauchy appelle résidu de la fonction nionodrome, 
monogène et contîniïe /(-z), pour la valeur c qui rend 
f[z) infinie, Fintégrale 



S/{*)dz, 



prisé le long d'un contour circulaire de rayon infini- 
ment petit, décrit du point c comme centre. 

Théorème H. — Soient Ri, Rj, . . ., R„ les résidus 

de la fonction f{z) relatifs aux infinis c^, C|, . . ., c„ 

de cette fonction y contenus à V intérieur d^un contour 

fermé oii elle reste monodrome et monogèhe, Vinté^ 

grale ff{z) dz prise le long de ce contour sera égale à 



(R, -4-R, -h ... -f-R„)2Tr>/^^. 

Supposons quHl n'y ait que deux infinis dans le con- 
tour, et qu'ils soient les centres des cercles bcd^" ghi\ 
appelons en général (M) l'intégrale de f[z) le long du 
contour désigné par M. 

Le contour abcdaefghifjka constitue un contour fermé 
ne contenant pas les inûnis de f(z)'^ donc (abcdaefghifjka) 
est nul. Or 

[abcdaefghiJjU] = [ab) -4- [bcd) -h [da) -h [aef] -h [fg] 

[ghi] + [if] ^[fjkay. 



le premier membre est nul 5 [ab) == — [da]^ car ce sont 
les mêmes intégrales dont les limites sont inversées*, de 
même [fg)=z — (if) et {fjko)-\-{aef) est l'intégrale 
proposée; on a donc 

= [bcd] -f- [aef] -4- ff[z)dz. 



( la ) 

Or (bcd) est Tintégrale prise le long d'un contour cir- 
culaire très-petit décrit autour d*un infini, z marchant 

Fig. 3. 




dans le sens rétrograde; cefte intégrale est, au facteur 
près rT=:% le résidu dej'(z) 5 donc 

2.ir\' — I 



o = — 27r^— iR, — 27r ^ — I Rj 4- f/{^) ^^9 



ou 



ff(z)dz = 2Tr^-' i(R, + Ra). 



G. Q. F. D. 



CALCUL DBS RÉSlDtJS. 

Avant de montrer comment on calcule le résidu 
d'une fonction, nous allons revenir un instant sur la 
règle de la différentiatîon sous le signe y*. Cette règle 
est encore applicable quand on s'adresse à une intégrale 
prise entre des limites imaginaires, puisqu'une telle in- 
tégrale revient à une autre prise entre des limites réelles. 
Enfin cette règle est encore applicable quand la variable 
par rapport à laquelle on différentie est imaginaire. 
En eifet, difiérentier une quantité u par rapport à 

X'\-ysJ — I, c'est calculer le rapport 

dw , da _ 
-r— rflr 4- -7- fl r 

— • 



( i3) 
Ce rapport est indéterminé (excepté si u est une fonc- 
tion monogène), et, pour en préciser le sens, on doit 

donner le rapport ^» ou, si l'on veut, on doit supposer 

X et j fonctions données 9(^)1 ^ [t) d'une même va- 

dv d'^ 

riable t, et se donner --- et -^ • On différenlie alors le 
' dt dt 

long de l'élément [dx^ dy) appartenant à une courbe 

dont les équations sont x = y (t), j^ = ^ («) •, on a alors 

l'expression suivante de la dérivée de u 

d« ... da ,, , . 

_— ^_— .^— — — — ^— — — — — — ^— • 

Si l'on veut alors différentier l'intégrale 

du du 



par rapport à x-^-jsJ — i, on formera -=-? -=- par la 
règle ordinaire, et l'on aura 



dV 



f 



ou 

dv r ^f , 

m I ■ "P> 

d (^-f-jrv^ — J d(x-+-jrv^— 

et l'on voit que l'on diiTérentie par rapport à un para- 
mètre imaginaire comme par rapport à un paramètre 
réel. 

Lorsque la quantité qui se trouve placée sous le signe y* 
est monogène par rapport au paramètre, on peut rai- 
sonner encore plus simplement en faisant observer que 

du , , , dw ,..-., 

est égal a j-» et que diuerentier par rap- 



d{x.-^yyj^i) "". àx 
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port àx-h/y/ — I, c'est en définitive differenlier par 
rapport à la variable réelle x. 

Cela posé, calculons d'abord le résidu de la fonction 

^ ' ' - y ^(z) étant supposée finie et différente de zéro 



pour z = c\ ce résidu est 

10 « = -i^ f- 

2irV— I J 



Iz.^ [z] 



et l'intégrale est prise le long d'un contour circulaire 
infiniment petit décrit autour du point c comme centre. 
Soit e le rayon de ce contour, on pourra poser 

(2) z = c-hec'v^, 

et faire varier 9 de o à 377. En effet, la longueur àecz 





Fîg. 4. 


y 


Z 




. /yi7-^ 





• X 



étant désignée par e, et e restant constant, le point z 
décrit le cercle de rayon e et de centre c. L'angle Q est 
l'angle zcX que zc fait avec Taxe Ox, et, quand le point z 
décrit le cercle, varie évidemment de o à 27r. De (2), 
on tire 

(i) devient alors 

Or R est indépendant de la longueur du rayon e, qu'il 
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faut du reste supposer infiniment petit; donc, en faisant 



e = o, on a 






Oa voit donc que, ^^^[z) est une fonction telle que 

{z - c)/(z) , 

pour 2 = c, soit une quantité finie différente de zéro, 
cette quantité sera précisément le résidu def(z) relatif 

à son infini c, 

« 

Reprenons la formule (i), et remplaçons R par 9 (c), 



nous aurons 






et, en différentiant m — i fois par rapport à c. 



an a donc 






)"• I . 2 . 3 - . , (w — I ) 



et Ton a ainsi le résidu d*une fonction de la forme 

~^ — r^'i où ç(z) est finie et différente de zéro pour 

z = c, et 7w entier et positif. Dans la suite, nous ne ren- 
contrerons que des résidus de fonctions de cette forme. 



APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS A LA RECHERCHE 

DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

Proposons-nous d'abord de trouver la valeur de l'in- 
tégrale définie suivante, dans laquelle a est un nombre 
positif, 



X 



00 . 
sm«.r 
dx. 



( »6) 
A cet effet, nous prendrons Tintëgrale 



/ 



dz 



z 



le long du contour suivant forme : i^ d^une droite ga 
allant de — oo au point a voisin de zéro ; 7? d'un demi- 
cercle irès*petit abc^ décrit autour de l'origine avec le 

Fig. 5. 




rayon r\ 3° d'une droite allantde c vers -|- oo \ 4**d'une 
perpendiculaire de à Taxe des y^ située à Tinfini^ 
5** d'une parallèle efk Taxe des x^ située à l'infini; 
6® d'une perpendiculaire yg' située également à l'infini; 
nous aurons, en supposant a positif, 



[abc 

[cd 

[de 
W 



=1 



-r ^-x ^^ 



00 



^*V^ 



= 2îr v' — I . résidu de = — tt y^ — i , 



r — '^' . 

Jo 00 H- j ^ — i 



V~i = 0, 



Le contour total d'intégration ne contenant pas d'in- 
fini de > l'intégrale prise le long de ce contour est 
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nulle ; donc 



/_ 



— r ^_«xv/-i ^ /» 00 64^- 






Or la première intégrale devient 



f 



t» r 



quand on y change :i: en — a:^ et par suite 



X 



00 ga«v/-i — ff-axyj-t 



./• 



dx =:n V — '> 



OU, pour r = o, 

2 y — I dx = Te y — I , 



OU enfin 



'^ — dxz=z - et ' 1 dxz=:it 

^ 2 J_^ j: 



La fonction* 

■00 



/_ 



%\nax , 



00 ^ 



ne contient donc pas a, mais elle en dépend; en effet, 
en changeant le signe de a, elle change de signe 5 cela 
s'explique, car, en posant ax == «, on a 

f -+-^ sina.r . C'^'^ sînz ' 
1 dx =z I dz. 

Si nous intégrons fe^'^dz le long de l'axe des x et d'une 
parallèle à cet axe située à la distance a, et si nous fer- 
mons ce contour par deux parallèles à Taxe des /situées 
à Tinûni, nous trouverons zéro 5 or les intégrales rela- 
L. Fonct, ellfp, 2 



( «8) 
tives à ces parallèles i t'axe des y sont nulles, ce qui se 
voit en écrivant notre intégrale ainsi : 

/»_l_oo pa 

/«-»' dz =\ e-'^dx'\- \ tf— V»— r\^ dy )J— i 

J — 00 J O 



o 

— 00 



2_,«,/rT ^j. 



on a donc 



/,-QO ^ 

«/ao 

XO 



00 J— 00 



on en tire 
o 



/-t-oo 

e~'' (cosctajr — y — ' sin2ax)//j?; 
-00 

d^où, séparant les parties réelles et imaginaires, 

^ /»-t-oo 

t/ — 00 

/-+-00 
-00 

Si Ton veut obtenir la valeur de l'intégrale 

°° c(\%axdx 



L 



I -t- X* 

— 00 ■ ^^ * 



■> 



on peut observer qu^elle est la partie réelle de celle-ci 



dx. 

-=0 1 + *' 



laquelle est égale à 

« + »' 
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prise le long de l'axe des x. Maïs on peut remplacer 
l'axe des x par un deniî-conlour circulaire de rayon in- 
fini décrit de l'origine comme centre et situé au-dessus 
de Taxe des x. En effet, à l'intérieur de l'aîre limitée par 
l'axe des x et ce dernier contour, la fonction intégrée 
reste finie et continue, pourvu que a soit positif, excepté 

pourtant au point z = y— 1 5 donc la différence des deux 
intégrales ne sera pas nulle, mais bien égale au résidu 

de relatif k z = J — i, c'est-à-dire à — ==' mul- 

I -f- S-' , ^ si— ^ 

tiplîé par 2 7r y — i, ce qui donne T,e~°^, Mais l'intégrale 
, prise le long du contour demi-circulaire est nulle; pour 

l'évaluer, il faut prendre z = R«*v^""* et faire varier Q de 
TT à o, ce qui donne 






^R cos 6 v/^ — R 8in 



rfÔRer«y-' y— I. 



'tt I -h K^(cos2Ô 4- y/— I sin2G) 
Pour R = 00 , cette intégrale est bien nulle, et l'on a 



i 



^ COS<7.7T 

dx:— ner^* 



QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS. 

Nous avons trouvé que l'intégrale 

2îr v^ — l J ^ — ^ 

était égale à/(x), la fonction y(r) étant monodrome, 
monogène, finie et continue autour du point x\ soit donc 

(i) ^ fl^dz=/[x\ 

2^ ^ — i J z — '^ 

2. 
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On voit quef{x) a toujours une dérivée, car on peut 
ici diiFérentier sous le signe y* par rapport à x; cette dé- 
rivée en a une à son tour et ainsi de suite, ce qui est une 
propriété précieuse des fonctions monodronies et mono- 
gènes. 

Si, dans la formule (i), on pose z =x -h /e*^~S elle 
devient 

^ f /(/•6'V~-t-:r)r/0=:/(.r); 

cette formule contient, comme Ton voit, un grand nom- 
bre d'intégrales définies. La formule (i) donne, en la dif- 
fércutiant, 

awv'— I J (ï — •^l"-^' 1.1.3.. N-' ^ " 
ou, en posant z = /■«'>'^' -)- .r, 

En appelant alors M le maximum du module dey(^) sur 
le cercle de rayon r décrit du point x comme centre, 
on a 

/ JO>mf>d. /"['^ t 



ou 



ou 



moJ./"(.r)< ''^-^^;--" M, 






Cette formule montre que, si toutes les dérivées AcJ[x) 
ne sont pas constamment nulles, c'est-à-dire si/ (x) n'est 
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pas une constante, on pourra toujours prendre r assez 
grand pour que M croisse au delà de toute lirai te ^ donc : 

Théorème. — Une Jonction monodrome et monogène 
detàent Jorcément infinie pour une valeur finie ou infi^ 
nie de sa variable; donc aussi la considération de son 
inverse prouve quelle s'' annule pour une valeur finie ou 
infinie de sa vanable^ donc enfin V équation f{x) = o a 
nécessairement une racine . 

Reprenons les formules 

{,) ! r /{')cfz _ I 

(.) — ^ rzifi.,,.=/(.)j • 

'm \' — I J * — -'- 
la dernière peut s'écrire 



II 






2rr V 

J (^-•^)"-^^ J ^ '' 

ou, en vertu de (i), 

/(.r ) =f[a] -f. (.r - a)f[a) + . . . 

1.51.3. .. (w — l) 27rv/— iJ (z — .27)"-+-' 

Ce dernier terme tend vers zéro pour n = oo , pourvu que 
x-^a soit assez petit, et Ton voit que, pour x = a, toutes 
les dérivées de f[x) ne sauraient être nulles, si f(x) 
n'est pas une constante. Supposons que les [n — i) pre- 
mières dérivées seulement soient nulles et que la n'*'"' 



( ") 

ne le soit pas, la formule précédente se réduit à 

/ X r-_ fx—aY / : \ , ; 

2lt y— l J l« — "^j 

le facteur de (x — «)" ne sera pas nul pour x = a, et Ton 
voit que, sî J (a) est nul,y(jr) sera delà forme 

^{x) restant fini pour a: = a', donc : 

Théorème. — Une fonction monodrome et monogène 
na que des racines d'un ordre de multiplicité entier; il 
en est de même par suite de ses infinis. 

Voici une dernière proposition très-importante : Soit 

f"\^z)\2iàév\yéiidG f[z)\ les infinis de -7.- ' seront si m- 

pies et se réduiront aux zéros etaux infinis dey(r). Soient 
«1, ût, . . . les zéros Aef[z) contenus dans le contour C, 
ai, «s, ... les infinis contenus dans le mètne contour; 
alors 

^[z) n'étant plus ni nul ni infini dans le contour C5 pre- 
nons les logarithmes et diflerentions, on aura 

Multiplions par F(z), qui ne devient ni nul ni infini 
dans le contour C; nous aurons, en intégrant le long de 
ce contour, 

Si l'on fait F(z) = i, on trouve m — n, c'est-à-dire la 
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difTérence entre le nombre des zéros et des infinis ; mais 
alors 

!Xn\—iJ /l*j 2TV— l 

= [log/(«)] = w — /i, 

en désignant par [logy*(2)] la quantité dont varie ^ogf{z) 
le long du contour; or 



log/(j:) =:loginod./(z) ~27r y/— 1 arg./(z); 

ainsi m — n est la quantité dont varie rargumentdey(z) 
le long du contour C, quand le point z effectue une ré- 
volution complète le long de ce contour. 
Quand on prend F(z) = z, on a 



/■ 



; ' ■ (Iz z=zl.ma — 2/2a. 



THÉORÈMES DE CAUCHY ET DE LÀUREIVT. 

ê 

Nous terminerons ces considérations préliminaires en 
donnant, diaprés Cauchy et le commandant Laurent, une 
nouvelle forme au théorème de Maclaiirin. 

Soitf[x) une fonction finie continue monodrome et 
monogène à l'intérieur d\in cercle de rayon R décrit 
de l'origine comme centre. Elle sera dés^eloppable par 
la formule de Maclaurin pour toute valeur de x com^ 
prise à r intérieur du cercle en question. 

En effet, si Ton décrit un cercle de rayon R' un peu 
plus petit que R de Torigine comme centre, on aura, 
en intégrant le long de ce cercle, 



2ir\/— I4/ * — * 



pourvu que le point x soit situé dans son intérieur ; alors 
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le module de z sera plus grand que celui de x et, 

^tant développé suivant les puissances de x^ on aura 

(*•) = — ^ r/(^) '^^ (^ + ^ + -^ *-^ • • •) 

2ïrv — !•/ \^ ** ^ / 

.../■gi;^+...] 

Or on sait que 



TTi/— I J 



27r^— l-/ « I.2.i,..«' 



on aura donc 

f[x) =/(0) + V'(o) +. .. + ---^— -/«(o) -f- . . : 

ce qu'il fallait prouver. 

«Si la Jonction f[x) estjinie, continue, monodrome et 
monogène à rintéiieur d'une couronne circulaire de 
rayons R et R', ayant son centre à V origine, elle sera 
dé^eloppable pour li^utes les ^valeurs de x comprises 
dans cette couronne en une double série procédant sui- 
i^ant les puissances entières ascendantes et descen- 
dantes de x. 

En effet, soit A un sigjie d'intégration indiquant que 

la variable reste sur un cercle de rayon A décrit de l'ori- 
gine comme centre, soit r un peu plus petit que R, et r^ 
un peu plus grand que R', la somme 
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sera égaleà Tintégrale 1 — ^—L é^z prise le long d'un cercle 

de rayon irès-pelît décrit autour du point x intérieur à 
la couronne 5 en sorte que, si Ton observe que celle-cî 

est égale à air y/ — if(x)y on aura 

ou bien, en observant que mod.z^mod.j: et que 
mod.z' <^mod.x, 

X 

ce qui démontre le tbéorènie. 

Exemples, — log (i 4- J:^) est développable à T intérieur 
d'un cercle de rayon i décrit de Torigine comme centre, 
mais il cesse d'être développable au delà comme l'on sait, 
et, en efiel, pour x = — i , le logarithme de i -f- a: est 
infini. 

Le point critique de (i — a:)'" est j: = i, c'est ce qui 
explique pourquoi la formule du binôme cesse d'avoir 
lieu quand le module de x est supérieur à l'unité, etc. 



hemiuque concernant les fonctions périodiques. 
Une fonctîony(ar) possède la période « quand on a 

et} par suite, n étant entier, 

f[x-\-ntù)=:/[x]. 
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*'^' J — 
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e possède évidcmmeut la période u ; quand on donne 

une valeur pariiculière à e «> , il en résulte pour x 
une série de valeurs de la forme j7o + nci>) n désignant un 
entier et Xo un nombre bien déterminé. Si donc on con- 
sidère une fonctiony(j:) monodrome quelconque possé- 
dant la période eo, elle pourra être considérée comme fonc- 

liondej^ = e » et, si Ton se donne^, x ayant les va- 
leurs jTo 4- /i w,y(a:) prendra les valeurs 

Ainsi, y étant donné, y(x) aura une valeur unique et 
bien déterminée^ il en résulte c^xie f[x) est fonction 
monodrome de y. 

Il résulte de là que touU^ fonction périodique mono- 
drome possédant la. période w pourra se développer 
sui\fant les puissances ascendantes et descendantes 

VK I 

{le e*^ à V intérieur de certaines couronnes circu- 

laires. 

Mais quand e ^ décrit un cercle, son module reste 
constant; or, si Ton pose 



il se réduit à 






e 



fi désignant une fonction linéaire de a et |3, et pour 
que cette expression reste constante, |x doit rester con- 
stant; X décrit donc une droite, de direction fixe d*ail- 

leurs, quand on fait varier le module de c « . Ainsi 
c'est entre deux droites parallèles que le développement 
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de / {x) sera possible, Tune de ces droites ou même 
toutes les deux pouvant s^éloigner à Tinfini. 

Ce théorème nous servira à jeter les fondements de la 
théorie des fonctions elliptiques. 

NOTIONS SUR LES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 

Une fonction y, définie par une équation de la forme 

où /(or, 7") désigne un polynôme entier en a: et j^, qui 
n'admet pas de diviseur entier, est ce que Ton appelle 
une fonction algébnque. L'équation qui la définit est 
dite irréductible. 

Une fonction ainsi définie est susceptible d'autant de 
valeurs pour une même valeur de x qu'il y a d'unités 
dans le degré de y pris relativement ày^ mais ces va- 
leurs ne peuvent pas être séparées les unes des autres 
et ne constituent qu'une seule et même fonction, ainsi 
que l'a démontré M. Puiseux. 

I® Une fonction algébrique ne peut s'annuler que si le 
dernier terme de l'équation qui la définit s'annule, et, 

par suite, elle n'a qu'un nombre limité de zéros. est 

défini par une équation algébrique que l'on sait former 
et n'admet, par suite, qu'un nombre limité de zéros; 
donc y n'admet qu'un nombre limité d'infinis qui sont 
les racines de l'équation obtenue en égalant à zéro le 
coefficient de la plus haute puissance de j^ dans l'équation 
qui sert à le définir. 

a° Nous admettrons que j^ soit une fonction continue 
de 07, excepté pour les points où y devient infini ou ac- 
quiert des valeurs telles que l'on ait à la fois 

/(.r,j) = o, — = 05 
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encore en ces points n'y a-l-il pas, h proprement parler, 
discontinuité, mais simplement indétermination d'une 
certaine espèce dont nous parlerons plus loin ; nous don- 
nerons à ces points le nom de points criliques. 

Nous supposons ce théorème connu du lecteur, et, en 
réalité, il est supposé connu de toutes les personnes qui 
s*occupent de Calcul différentiel^ il est impossible de 
prendre la dérivée d'une fonction implicite sans l'ad- 
mettre. 

S'' La fonction algébrique j^ admet une dérivée bien 
déterminée en tout point qui n'est pas critique : cela ré- 
sulte de la règle de la différenliation des fonctions im- 
plicites, et l'on a 

fly _ _ d/ . ^ 
d.r tl.r (i^ 

expression finie et déterminée si — n'est pas nul. 

4** La fonction algébrique j^ est monodrome à l'inté- 
rieur de tout contour ne contenant pas de point critique. 
Considérons, en effet, un contour fermé C ne contenant 
aucun point critique •, supposons que la variable x dé- 
crive un certain chemin continu à l'intérieur de C, en 
partant du point Xo pour y revenir. Soient S ce chemin, 
ja la valeur de y en x^ au départ, ^iji la valeur que 
prend y quand x revient en Xq. Si l'on n'a pasj^^i =jKo> 
yi ne pourra être qu'une des valeurs dej^. Cela posé, dé- 
formons le chemin S en le réduisant à des dimensions de 
plus en plus petites. Quand ce chemin se sera, dans toutes 
ses parties, suffisamment rapproché de x^^ les valeurs 
àe j le long du contour S seront, en vertu de la conti- 
nuité dej^, aussi peu différentes que l'on voudra dey©» 
et, par suite, différeront de y^ d'une quantité finie, 
puisque, à l'intérieur du contour C dans lequel nous che- 
minons, les valeursdej^ sont nettement distinctes*, donc, 
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quand le contour S sera devenu suffisamment pelit, y re- 
viendra en Xq avec sa valeur initiale j"o» Mais, s'il n'en est 
pas toujours ainsi, il est clair que, pendant que le con- 
tour S se déforme, il arrive un moment où y revient 
encore en Xq avec la valeur y^^ différente de yo^ tandis 
qu'un moment après il reviendra avec la valeur primi- 
tive y^. Soient donc deux contours So et Si, infiniment 
voisins, ramenant y l'un avec la valeur y©, l'autre avec 
la valeur y^ ^ considérons deux mobiles parcourant 
ces contours en restant toujours infiniment voisins Tun 
de Tautre : en deux points infiniment voisins, y ne 
pourra avoir que des valeurs infiniment peu diffé- 
rentes. En effet, si l'on considère, à chaque instant, 
la différence des valeurs de jr en deux points cor- 
respondants, cette différence, d'abord infiniment petite, 
restera telle, car elle varie d'une manière continue 
comme y^ et elle ne saurait devenir finie que si Ton con- 
sidère deux racines distinctes de l'équation y ( x, j^ ) = o; 
mais, pour passer d'une valeur à une autre, y serait 
obligé de rompre la continuité, à moins que l'on ne soit 
précisément dans le voisinage d'un point critique où 
deux valeurs distinctes day sont susceptibles de différer 
infiniment peu l'une de l'autre pour une même valeur 
de X. Ainsi donc, ^revient toujours en Xo, avec la même 
valeur j'o, si l'on ne sort pas du contour C. c. q. f. b. 



Discussion de la. fonction ^x — a. 

Il est intéressant d'étudier la manière dont les fonc- 
tions algébriques permutent leurs valeurs les unes dans 
les autres autour des points critiques: nous renverrons, 
pour cet objet, le lecteur à un Mémoire de M. Puiseux, 
inséré au t. XV du Journal de AI. Lioimlle, Il suiiiray 
en effet, pour le but que nous avons en vue, de discuter 
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les fonctions dé la forme y/X, où X représente un poly- 
nôme entier en x. 

Commençons par la fonction j^ = ^x — a^ dans la- 
quelle a est une constante. Cette fonction a deux valeurs 



-h ^x — «et — V J7 — rt, 

en chaque point égales et de signes contraires. Nous 
n^avons à considérer qu'un seul point critique, le pointa 
pour lequel les deux valeurs de j^ deviennent égales à 
zéro. La fonction y ne cesse donc d'être monodrome 
qu'à l'intérieur d'un contour contenant le point a. 
Posons ^ 

» /— 
re ' sera représenté par la droite qui va du point a au 

point JT (la résultante de deux droites représentant, il 
ne faut pas l'oublier, la somme des imaginaires repré- 
sentées par ces droites): on aura 

j — ^ ^'-~ 

y or — a=zr e 

Si le pointa: décrit un contour fermé contenant le pointai, 

la droite re joignant le point a au point x tournera 
eu décrivant un angle total égal à a 7r; la fonction 

— n^ 



a T=.r e 



reviendra alors, quand x reviendra au point de départ 
correspondant à = 0O) avec la valeur 

— y X — a-=z r e * 

Ainsi l'effet d'une rotation autour du point a est de 
cbanger le signe de la fonction ^. 
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DISCUSSION DE LA F'ONCTION 



^ A[x — «) (-2? — ^) (^ — ^) • • • (^ — ^)' 



Quand le point x tournera autour du point a, yi — a 
changera de signe; ainsi : 

Quand la variable décrira un contour fermé conte- 
nant une des quantités a, i, ..., l^ la fonction re- 
viendra au point de départ av^ec un changement de 



signe 



Quand la vraiable décrira un contour fermé conte^ 
nant un nombre pair de points critiques, un nombre 

pair de facteurs yjx — a, \jx — A, ... changeront de 
signes, et la fonction rev^iendra au point de départ avec 
sa valeur initiale; ce sera Vins^erse quand le contour 
contiendra un nombre impair de points critiques,' 

Au lieu de décrire un contour formé d'un contour 
simple, la variable peut tourner plusieurs fois autour 
d^un ou de plusieurs points critiques; mais ce cas com- 
plexe ne présentera aucune difficulté et se ramènera aux 
précédents. 

Je suppose, par exemple, un contour ayant son ori- 
gine en o et présentant la forme ci^essous : quand la 

Fig. 6. 




variable a suivi le chemin opts^ U fonction arrive 
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en 5 avec une valeur que j^appellera! y,^ et quand x par- 
court le chemin sqrs^y revient en s avec la valeur — y,^ 
en sorte que Ton pourrait supprimer la boucle sqrs et 
partir de o avec la valeur — j^\ on pourrait de même 
supprimer la boucle uptu en partant avec la valeur 
initiale -t-j^o? îl reste alors le chemin optsqruo qui con* 
tient le point a et Ton revient en o avec la valeur — ;) o« 

ÉTUDES DES PREMIÈRES TRANSCENDANTES 
QUE l'on rencontre DANS LE CALCUL INTÉGRAL. 

Les fonctions entières s'intègrent immédiatement, les 
fonctions rationnelles s'intègrent en les décomposant en 
fractions simples : quand ces fractions simples sont de la 

A 
forme , r- ? elles s'inlèffient immédiatement: quand 

[x — aY 

elles sont de la forme 9 elles ne s'intègrent plus au 

moyen de signes algébriques, ou du moins on ne sait 
plus les intégrer de cette façon. 

On rencontre aussi des fractions de la forme 



mais, en adoptant les imaginaires dans le calcul, ces 
fractions se réduisent à la forme 

L'intégrale de est la fonction logarithmique 



» 



bien étudiée dans les éléments et bien connue \ on con- 
çoit cependant que la découverte des logarithmes ait pu 
suivre celle du Calcul intégral, et il est intéressant de 
voir comment on aurait pu étudier les propriétés de la 
nouvelle fonction. 
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Et d'abord il y a lieu de se demander si l'intégrale de 

engendre réellement une fonction transcendante, 



X — a 

ou seulement une fonction réductible aux fonctions al- 
gébriques^ nous allons voir, en étudiant ses propriétés, 
qu'elle constitue une fonction nouvelle. D'abord, en 
mettant à part le facteur A constant et remplaçant x — ^i 
par Xj on ramène cette intégrale à la forme 



Posons 

'^ dx , 
77 = logx, 



/ 

r^d.t 
Ji ^ 



f/x 

X 



le signe log étant employé pour représenter la nouvelle 
fonction (nous précisons notre intégrale avec la limite i 
et non zéro^ afin qu'elle reste finie). 

Nous pouvons prouver : i® que logx n'est pas mono- 
drome et par suite ne peut pas être rationnel; 2^ que 
jogj? a une infinité de valeurs pour une même valeur 
de a:, et quMl ne saurait alors coïncider avec une fonc- 
tion algébrique qui n'en a qu'un nombre limité. 

Pour le prouver, observons que l'on peut aller du 
point I au point x. soit directement par le chemin ix 

Fig. 7. 




rectiligne, ce qui fournit la valeur que nous appellerons 
logo*, soit par tout autre chemin. La valeur de Tinté- 
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grale prise le long d'un chemin qui, avec xi, forme 

un contour ferme ne contenant pas l'origine où - est 

infini, donnerait la même valeur logx; mais si, pour 
aller de i à x, on suit un chemin qui enveloppe le 
point o, tel que celui qui est figuré en pointillé, Tinté* 
grale prise le long de ce contour, augmentée de Tinté- 
grale prise le long de xi, sera égale à Tintégrale prise 
le long d'un cercle de rayon très-petit décrit autour du 
point o\ on aura donc, en se rappelant que celte der- 
nière est égale à zb 2 7r y/ — j , 



I Iog.r = — 27r v^ — I 



Je mets — nr.^/ — i , parce que Tintégrale doit être prise 
dans le sens rétrograde^ on a donc dans ce cas 



/ 



— = logjr 



2 TT V J 



Si, au contraire, la figure avait la disposition ci-dessous 
on aurait 

I — =I()gx -h 2jry'— 1 . 
FijT. 8. 



o 



X 



A 



-....-^/ 



Il y a plus, si, au lieu de suivre un contour simple 
comme les deux précédents, on suit un contour en- 
tourant 2, 3, 4) • • • foîs Torigine, tel que celui ci- 
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dessous qui l'entoure trois fois, il est clair que l'on aura 

I — logo: -+- 2,4>6. . .Try' — i; 



Fig. 9. 




dans le cas de la figure, on a 



I — = \ogx H- Ôtt v^ — I . 



Ainsi la valeur générale de Fintégrale considérée est 



log j? zt: 2 ^ TT v^ — I , 

k désignant un entier, et ces valeurs de logx sont insé- 
parables les unes des autres; ainsi, quand le point x 
passe en a pour la seconde fois, Tintégrale y acquiert 
une valeur égale à la précédente augmentée de 27r, et 
cela en vertu de la continuité; en d'autres ternies, on 
ne pourrait assigner à logo? une valeur déterminée en a 
qu'en rompant la continuité de cette fonction. 
Si l'on considère l'équation 



d.T dy 

h — =0 

X y 



on en tire d'abord 



C" dx ry dy 



3. 
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ce que Ton peut écrire 

( 1 ) logjc 4- logj = logfl , 

a désignant une constante. Mais on en tire aussi 

ou 

(2) a:j'=:ù^ 

b désignant une constante. Les formules (a) devant être 
identiques, faisons x = i\ (1) donnera log;^ = loga et 
(2) donnera j^ = i, ce qui exige que a = b. Des for- 
mules (i) et (2) on tire alors, en remplaçant b par a, 

ce qui est la propriété fondamentale de la fonction lo- 
garithmique. 

La fonction inverse de logo: sera représentée par e (x), 

en sorte que, si 

^ = log.r, 

on aura 

x=e[x); 

la propriété fondamentale des logarithmes donne la 
propriété fondamentale des exponentielles 

ce qui conduit à écrire 
et coriime Ton a 



logj:=^-h 2X*7rv^— I , 

jr désignant Tune des valeurs de logo:, on a 

la fonction e* est alors périodique et a pour période 
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aA^TTy/ — 1. De la formule 

X 

on tire 

d.T 

T — •^• 

y étant le logarithme de x^ on voit que la dérivée de la 
fonction exponentielle e^ prise par rapport à y est cette 
fonction elle-même \ on est alors conduit à représenter e* 
au moyen d'une série, et sa théorie s'achève comme dans 
les éléments. 

On voit ainsi que la découverte de Neper eût été faiie 
par les inventeurs du Calcul infinitésimal dès les débuts 
du calcul inverse. 

DES DIVERS CHEMII^S QUE PEUT SUIVRE LA VARIABLE 
DAINS LA RECHERCHE DES IINTÉGRALES DES FOJNCTIONS 
ALGÉBRIQUES. 

Toute fonction algébrique y étant monodrome à l'in- 
térieur d'un contour ne contenant pas de point cri- 
tique, son intégrale sera nulle le long d'un pareil con- 
tour ; donc : 

1° L'intégrale prise le long d'un contour quelconque 
x^x pourra être remplacée par l'intégrale prise le long 
du contour rectilîgne Xç^x^ si entre ce contour et le 
contour donné il n'existe pas de point critique, 

1^ Si, à l'intérieur du contour C formé par le chemin 
rectiligne et le chemin donné, il existe un point cri- 
tique a, on pourra remplacer le chemin donné par un 
autre allant de jto vers un point a très-voisin du point 
critique sans sortir du contour C, tournant ensuite le 
long du cercle décrit de a comme centre avec cna pour 
rayon, revenant en a, puis en Xo par le chemin a Xo in- 
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verse du chemin Xo^ suivi tout à Theure, enfin allant 
par le chemin rectiligne de Xo à x. En effet, le nouveau 
chemin et Tancien ne comprennent entre eux aucun 
point critique. 

|Fig. 10. 




Le chemin forme d'une ligne allant de x^ au point 
OL voisin du point critique a, tournant autour de ce 
point et revenant en Xq par la route déjà suivie pour 
aller de Xo, est ce que Ton appelle un lacet, 

N^ous avons figuré cî-dessus un lacet en séparant 
l'aller du retour pour bien montrer comment le lacet 
peut se substituer au contour C. 

3° Si, entre le contour C formé par le chemin recti- 
ligne et le contour donné, il existait plusieurs points 
critiques, on pourrait remplacer ce contour par une 
série de lacets suivis de la droite XqX. 

4° Supposons que le contour d'intégration donné 
rencontré la droite x^x^ enp^q. 




On pourra remplacer le chemin xlp par une série de 
lacets et par la droite x^p'^ on est alors ramené au 
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cbemin x^pinq^ que Ton peut remplacer par une série 
de lacets suivis de xq^ et ainsi de suite; donc : 

Théorème. — Tous les chemins que Von peut suwre 
pour aller de Xt en x peuvent être remplacés par une 
série de lacets ayant leurs origines et leurs extrémités 
en jr*o, suivis du contour rectiligne XqX (*). 

Nous dirons qu'un lacet unit deux valeurs j)^,- et j^^- 
quand ces deux valeurs de y se permutent l'une dans 
Tautre lorsque l'on suit ce lacet. 

Mais nous préciserons encore davantage : en général, 
en suivant un lacet, on ne permute que deux valeurs de 
la fonction j^; toutefois il pourra se faire qu'en suivant 
un même lacet plusieurs fois de suite, on obtienne une 
permutation circulaire des valeurs ^^i^j^a? fz'i • • • de ^; 
nous considérerons comme distincts tous les lacets par- 
courus avec des valeurs initiales différentes dey. Ainsi, 
par exemple, si le point a est un point critique ordi- 
naire, deux racines yi et yj. se permuteront l'une dans 
l'autre en parcourant ce lacet-, nous le supposerons 
double, mais seulement pour la commodité du langage, 
en sorte que, s'il est parcouru avec la valeur initiale j^;, 
nous le considérerons comme formant un premier lacet 
unissant yi à yj^^ et s'il est parcouru avec la valeur ini- 
tialej^jt, nous le considérerons comme un second lacet 
distinct du premier et unissant yi, à r,-. 

De même, si au point a trois valeurs y,, yj^yi se per- 
mutaient entre elles, on aurait à considérer le lacet cor- 
respondant comme triple : l'un des lacets simples unirait 
yi à yj et serait parcouru avec la valeur initiale t",-, et 



{*) II va sans dire que nous supposons que le chemin rectiligne x^x 
ne rencontre pas de point critique. S'il en rencontrait un, ce qui n'arri- 
vera que dans des cas tout particuliers, il faudrait, pour l'exactitude du 
théorème, éviter ce point en déformant le contour rectiligne. 
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ainsi de suite. Ainsi, au mot lacet est attachée Tidée 
d'un chemin et Tidée d'une valeur initiale de y bien 
déterminée. 

DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 

Dès les débuts du Calcul intégral, on est arrêté par 
des difficultés insurmontables quand on veut calculer la 
fonction dont la dérivée dépend d'un radical carré re- 
couvrant un polynôme du degré supérieur au second. 
Cette difficulté provient de ce que la fonction cherchée 
dépend de nouvelles transcendantes irréductibles, comme 
Ta prouvé M. Liouville, aux transcendantes étudiées 
dans les Eléments ou aux fonctions algébriques. Le- 
gendre, qui soupçonnait cette irréductibilité, s'est sur- 
tout attaché à étudier les propriétés analytiques des 
transcendantes les plus simples auxquelles conduit le 
Calcul intégral, et a créé la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 

On donne le nom d'intégrales elliptiques à des inté- 
grales de forme simple, auxquelles on peut ramener les 
intégrales de la forme 

(i) \=fF[x,y)dx, 

OÙ F[x,jr) désigne une fonction rationnelle de x et 
de j^, et où y représente un radical de la forme 



A, B, C, D, E désignant des coefficients constants. 
Nous supposerons le polynôme placé sous le radical dé- 
composé en facteurs, et nous aurons 



r = \/G (^ - a ) (x - p ) (X - 7 ) (^- ~ ^ ) , 

G désignant un nombre quelconque réel ou imaginaire. 
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On simplifie la formule (i) en posant 

X z= ; 

on trouve alors 

4> (Ç, yj) désignant une fonction rationnelle de ^ et de w, 
et n désignant le radical 

Les puissances impaires de ^ sous le radical disparaî- 
tront si l'on pose 

(û — a)(6 — p)-f- (f/— p) (^ — a) =0, 
[a -y){b- S) -4- [a -§)[b-y) = Oi 

d'où Ton lire 

2a^ — (ûr-+-^)(a + p)-}-2apr=ro, 
2ab — [a -h b) [y -\- §) + 2y§ = o^ 



OU 






, 2a8 — 2 7(î 



a + p — 7 — 'j 



Ces équations montrent que a et b sont racines d'une 
équation du second degré facile à former. On pourra 
donc toujours supposer que la quantité placée sous le 
radical n ne contient que le carré et la quatrième puis- 
sance de la variable |. 

Cette transformation semble tomber en défaut quand 
onaa-h/3 — y — ^=05 mais alors on a 
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et il suffit de poser 

a-4-p 



= Ç 



pour faire disparaître les puissances impaires de la 
variable. 

Remarque J. — Il est bon d'observer que, si le produit 
[x — ct)[x — |3)(a: — y)(^ — ^) ®st réel, les quan- 
tités a et b pourront toujours être supposées réelles; en 
effet, la condition de réalité des racines de Téquation 
du second degré qui fournit a et b est 

Le premier membre de cette égalité s^ annule pour 

a = y, a = J, 3 = y, i3 == (î, et l'on constate facilement 

qu'il est égal à (a — 7)(a — ^)(P — 7)(P — ^)* I' ^^^ 
donc réel si a, j3, y, S sont réels. Il est encore réel si, 
ce que l'on peut supposer, a et (3 sont conjugués, et si y 
et S' sont réels ou conjugués. Ainsi donc on peut tou- 
jours supposer n el b réels si 

(•'-«)(*-?)(^-7)(-*-°) 
est un polynôme à coefficients réels. 

Remarque II, — Si le polynôme placé sous le radical 
j n*élait pas décomposé en facteurs, en remplaçant x par 

et en annulant les coefficients de H et J' sou» le 

radical, on obtiendrait la même simplification. 

Remarque III, — Si l'on avait 



j = V' G (.^ — a) (a: — p) (a: — 7], 

en posant 



X — a =: 



•9 y 



i 
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on trouverait 



4> désignant une fonction rationnelle de ^ et de y] • 

Ainsi toute intégrale telle que V, dans laquelle y dé- 
signe un radical carré recouvrant un polynôme du 
troisième ou du quatrième degré, peut être ramenée à la 
forme 

j désignant un radical de la forme 



m et n désignant des constantes, et il est clair qu'en 
posant 



A' = 



n 



m 



on pourra ramener le radical à la forme 



Posant alors 



\/(i —a:')[ï — A'x^). 



jr=z^{i-x^){i-AKT^), 



les intégrales que nous nous proposons d'étudier pren- 
dront la forme 

F désignant toujours une fonction rationnelle. Nous 
verrons par la suite que la quantité k^^ à laquelle on a 
donné le nom de module, peut toujours être censée 
réelle et moindre que l'unité. 
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nÉDUCTION DES IIITÉGRAI.B8 ELLIPTIQUES 
À DES TYPES SIMPLES. 

Reprenons l'intégrale 

(l) V=:/F(X,^)^, 

dans laquelle nous avons vu que Ton pouvait supposer 



F(Xjj) peut toujours être mis sous la forme —r-^ — '.9 

(p et 4* désignant deux fonctions entières de x el j-^ 
mais une fonction entière de x ci de y peut toujours 
être censée du premier degré en y, car y* est une fonc- 
tion entière de x^j* est le produit de y par une fonc- 
tion entière de x, etc. On peut donc poser 

A, B, C, D désignant des polynômes entiers en x. 

Si Ton multiplie les deux termes de cette fraction 
par C — Dy, elle prend la forme 

M et N désignant deux fonctions rationnelles de Xy et 
comme Nj* = —^5 on peut encore écrire 

P désignant une nouvelle fonction rationnelle de j: ^ la 
formule (i) donne alors 

La première intégrale s'obtient par des procédas bien 
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connus et peut s*expriaier au moyen des logarithmes et 
des fonctions rationnelles. Il reste alors à étudier les in- 
tégrales de la forme 

Je dis que Ton peut toujours supposer qu^il n'entre 
dans l'expression de P que des puissances paires de x \ 
en efiFet, on peut poser 

"~" 1 4- La: ' 

H, K, I, L désignant des polynômes de degré pair en Xy 
et, par suite, on a 

V — L»x2 ' 

P peut donc être censé de la forme 

MH-Nx 



S 



5 



M, N, S désignant des polynômes de degré pair. La 
formule (2) donne alors 



rwdx fN dx 



La seconde intégrale, en posant a:' = ^, prend la forme 

on f(z) est rationnel en ^; elle pourra donc s'obtenir 
par les procédés enseignés dans les Éléments du Calcul 
intégraL II ne reste donc plus qu'à s'occuper des inté- 
grales de la forme (2), dans lesquelles P ne contient que 
des puissances paires de x. 

La fonction P, étant décomposée en éléments simples, 
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se composera de termes de la forme Ax*"* et-; j» 

A et a désignant des constantes, et Tintégrale U se corn* 
posera elle-même de termes réductibles aux formes 






)/ 



L'intégrale u peut encore se simplifier^ et Ton peut tou- 
jours supposer m = o ou m = i : il suffit pour cela d'ob- 
server que Ton a 



a, £, C désignant des constantes que Ton déterminera en 
faisant les calculs indiqués^ on en conclut la formule de 
réduction 

/^ïm rx*"-* /•x*'^ 
— dx -k- h \ djc -hc I dXf 



— dx de proche en proche, 

quand on connaîtra 

/dv Cx^dx 

7 " J — •' 

il suffira pour cela d'y faire successivement 



DES TRANSCENDANTES DE LEGENDRE ET DE JACOBI. 

En définitive, les intégrales de la forme 

/F(x,j)rfx, 

où F désigne une fonction rationnelle de x et d^un ra- 
dical carré recouvrant un polynôme du quatrième de- 
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gré, peuvent se calculer au moyen des fonctions algé- 
briques, logarithniiques, circulaires, et au moyen de 
trois transcendantes nouvelles : 

dx r* x'dx 



/. 



dx 



ou 

dx 



J(i-« 



j:2)y^(l --^=*)(l —Par») 



La première est, comme on le verra, la plus impor- 
tante : ce sont les trois intégrales elliptiques de pre- 
mière, de deuxième et de troisième espèce. 

Legendre pose ar=sincp*, les trois intégrales précé- 
dentes deviennent alors, en prenant pour limites infé- 
rieures zéro, 

•? dx 



: 



y/i — X' sin'ç 






et 



1 



(i — a sin*y) v^i — ^'sin'y 
la première était pour Legendre l'intégrale de première 
espèce, l'intégrale 1 )Jî — A^sin*(p d(f était l'intégrale 

«/o 

de deuxième espèce, la troisième était l'intégrale de troi- 
sième espèce. L'intégrale de deuxième espèce représente 
l'arc d'ellipse exprimé en fonction de l'anomalie excen- 
trique de son extrémité. 

cp est ce que Legendre appelait Vamplitude des trois 
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intégrales, k porte le nom de module, a est le para- 
mètre de {^intégrale de troisième espèce. 

Legendre, dans son Traité des Jonctions elliptiques^ 
étudie surtout les propriétés des trois intégrales que 
nous venons de signaler, et indique le moyen d en con- 
struire des Tables. Mais Abel et Jacobi, se plaçant à un 
point de vue beaucoup plus élevé, ont considéré les in- 
tégrales elliptiques comme des fonctions inverses; pour 
bien faire saisir la pensée qui a guidé ces géomètres 
dans leurs recherches, nous ferons observer que les loga- 
rithmes et les fonctions circulaires inverses pourraient 
être définies par les formules 



log 



x= j — » arc sm x nz; I 



• • 1 



et auraient certainement été étudiées avant Texponen- 
tielle, le sinus, etc., si ces fonctions directes i^'avaient 
pas été fournies par des considérations élémentaires. Le 
fil de rinduction devait laisser penser que l'intégrale 



X 



fix 



ne définissait pas une fonction aussi intéressante que 
son inverse. 



ÉTUDE DE l'iMTÉGRALE ' 



'Tt— 

Jo VU' — « 



){y-P){y--7){:r-S} 



Avant d'étudier la fonction elliptique, il convient, 
pour la commodité de Texposition, d'étudier l'intégrale 
un peu plus générale 



=r 



dr 



o \/(r-«){r-p)(r-7)U-d^) 
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X est une fonction évidemment continue de y^ tant 
que y n'est égal à aucune des quantités a, j3, 7, 5, oo , et 
réciproquement y sera une fonction continue de x\ et, 
lors même que / passe par la valeur a par exemple, 
X reste continu. En effet, posant x=f[Y)^ ^^^ 



Jo si y — et si [y — 



)ly-'^>l[y-'^][y-i)[y-^) 

cette expression est finie comme Toti sait^ on a aussi 

/•/ l^ r*"^^ ^y ' 

Jo \lr -a v^(r-P)(r-~-7)(r-^) 

el, par suite, 

/(a-i-/i)~/(a.) 



=x 



Vr — « si[y — P) (r — 7) (r — ^) 

soient M une quantité dont le module reste supérieur à 
cfiliii de ^ ? g une quantité dont le 

module est au plus égal à i , on aura 

•^a sjy — o. 
cette quantité est bien infiniment pelite.^Âinsi : 

Théorème I. — La fonction x et, par suite, son in- 
uerseysont continues^ excepté quand y on x sont infinis. 

Pour préciser le sens de la fonction a:, il faut sup- 
poser que, pourj" = o, le radical ait une valeur déter- 
minée, que nous représenterons par -i- ^a^yd, et quand 
je dis que, pourj^ = o, le radical a cette valeur, j'entends 

parla que l'intégrale est engendrée avec la valeur 4- \/ot^y$ 
qui pourra prendre au point o la valeur — ^a^yd quand 

L. Fonct. ellipt, 4 
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la Variable j^ reviendra en ce point. Cela posé, 

Théorème IL — La fonction y admet deux périodes. 

En effet, les contours que Ton peut suivre pour en- 
gendrer Tintégrale x peuvent se ramener : t® au con- 
tour rectiligne oy\ 2^ à ce contour précédé de contours 
fermés aboutissant en o et formés de lacets. 

Soient A, B, G, D les valeurs que prend l'intégrale 
autour des lacets relatifs aux points a, (3, y, d. 

Appelons 1 la valeur que prend Tintégrale x quand le 
chemin que suit la variable y est le contour recti- 
ligne oy^ X pourra prendre les valeurs suivantes : i^ la 
valeur 15 2^ les valeurs A — 1 , B — i, C — i, D — ' (*)• 

En effet, par exemple, la variable y parcourant d*a- 
bord lé lacet A dans le sens direct ou dans le sens ré- 
trograde, X prend la valeur A, le radical revient en o 
avec sa valeur primitive changée de signe, la variable 
décrivant ensuite le chemin o^, Tinlégrale prend le 
long de ce chemin la valeur — i, et Tintégrale totale se 
réduit à A — i. 

3^ En général, quel que soit le sens dans lequel on 
parcourt un lacet, la valeur de l'intégrale ne dépend 
que du signe du radical â Tentrée du lacet, et ce signe 
change h la sortie du lacet; il en résulte que, si la valeur 
initiale du radical est précédée du signe -{- , la valeur 
générale de x sera 

A — B-hC — D-f ..ih/, 



{*) L'intégrale le long d*un lacet est facile à calculer; supposons qu'il 
s'agisse du lacet relatif au point a, elle se composera de l'intégrale rec- 
tiligne Oa, de l'intégrale prise le long du chemin circulaire décrit au- 
tour de a, intégrale nulle, et de l'intégrale rectiligne aO, laquelle est 
égale à O a parce qu'elle est parcourue en i»ens inverse de Oa et avec Je 
signe — placé devant le radical. Ainsi A = 2(0 a); le radical, en effet, 
change de signe quand le point x tourne autour de a. 
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le signe de i étant -h s'il est précédé d'un nombre pair 
de termes, — s'il est précédé d'un nombre impair de 
termes; de sorte que, si Ton pose 

Pir=w,(A— B) +//<,( A — C) -l-/w^(A — D). 

-i-m.lB—C] + w*(B — D) -{-me(C— D), 

mi, m,, . • ., m^ étant des entiers positifs ou négatifs, 
les valeurs de x seront de la forme 

^ ^ I P-f-C — /, P-hD — /, 

que Ton peut simplifier. En effet, si Ton intégre 

r cîr 

Js/ix- « Hr - P Hr - 7 ) ( j -^1 

le long d'un cercle de rayon infini décrit de l'origine 
comme centre, on obtient un résultat nul, mais cette 
intégrale est aussi égale à la somme des intégrales prises 
successivement le long des quatre lacets ; donc 

A — B 4-C — DrrrO, 

et si l'on pose 

A — B •== w , B — C = ar , 
on aura 

B = A — <«), C=:A — <f) — o, D =z A — B-f-€ = A — ci, 

A — B = cr, A — C=::wH-CT, A — D=:Tar, 

B — C = tij, B — D = cj — 0), C — D = — w. 

La quantité P est donc de la forme mu) -f- nu^ et les 
diverses valeurs de xde la forme 

Les quantités m et n désignant des entiers quelconques, 
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il résulte delà que, si Ton fait j ?=y(x), on aura 

(4) /('ww H- /îctH- /) ==/(mu 4- /lo-h A — /)=/(/); 

la fonction jy^ admet donc les deux périodes (■> et tj. 

Si nous partageons le plan en une infinité de parallé- 
logrammes, dont les côtés soient a> et cr, ces parallélo- 
grammes porteront le nom de parallélogrammes des pé- 
riodes, et nous pourrons énoncer le théorème suivant : 

Théorème III. — Dans chaque parallélogramme des 
périodes j la Jonction j- prend deux fois la même valeur 
pour deux valeurs distinctes de x. 

On peut démontrer directement que la fonction y est 
monodrome dans toute Fétendue du plan. En effet, si le 
pointj^ se meut dans une portion du plan qui ne con- 
tient pas des points critiques, x reste fonction mono- 
drome de y^ et l'équation 



(A) f 



JT -=.0 



v/(r-«)(r-P)(r-7)U--'î) 

fournit une série de valeurs de x comprises dans un cer- 
tain contour C. Réciproquement, la racine y de cette 
équation ne pourra cesser d'être monodrome qu'autour 
des points où y acquerrait des valeurs multiples ou au- 
tour desquels le premier membre de Téquation cesse- 
rait d'être monodrome ou fini par rapport à^; or, la 
dérivée du premier membre de notre équation relative 
à jr ne s'annule que pour j^ = oo ; les seuls points où j^ 
pourrait cesser d'être monodrome correspondent donc 
ky = a, p, 7, J et oo . 
Posons donc 

dv dz 

dx (Lt 
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a formule (Â) deviendra 

zdz 



l 



/- V^(32-+-a— p)[z' + a — 7)(22 + a — ^) 



.r := O. 



La fonclion z ne cesse évidemment pas d'être mono- 
drome autour du point z = o, et, par suite, j ne cesse 
pas d'être monodrome autour du point a (a, |3, y sont, 
bien entendu, supposés différents les uns des autres). 

Si l'on veut étudier ce qui se passe autour du point 
a: = ^, pour lequel )^ = oo , on posera 






on aura alors, au lieu de la formule (A), 

dz 



f 



— ,V=z Oy 



et, en raisonnant comme plus haut, on voit que cette 
équation, pour ^^ = 00 ou pour 2 = 0, ne cesse pas 
d'être monodrome par rapport à x. 

Nous verrons plus loin une démonstration lumineuse 
de ces résultats, mais il était nécessaire de présenter ces 
considérations pour faire comprendre Tesprit qui nous 
guide dans nos recherches. 

Notre but dans ce paragraphe était de montrer com- 
ment on pouvait être conduit à concevoir des fonctions 
possédant deux périodes. 

ÉTVDE ET DISCUSSION DE LA FONCTION siuamo:. 

Considérons l'intégrale 
qui est la plus simple de celles auxquelles se ramèneni 
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les intégrales que nous avons considérées plus haul. 
Legendre posait 

il obtenait alors la relation 



Jo v/i — ^' sin'y 



(f était ce quMl appelait Tamplitude de l'intégrale x. 
Alors, en posant 9 = amor, on a 

^^sinanix; 

le nom de sinamjr est resté à y considéré comme fonc- 
tion dex. Nous adopterons la notation de Gudermann, 
plus simple que la précédente, due h Jacobi, et nous 

aurons 

jr = sinamx = snx, 

• _ 

^i — jr* = cossLmx = cnjrj 
^i — A'^y = ânx ^ 

— — = tangamx = tnx. 



Nous reviendrons d'ailleurs sur ces formules pour en 
préciser le sens et déterminer le signe qui convient à 
chaque radical. Dans ce qui va suivre, k sera quel- 
conque, mais, dans la pratique, k sera généralement 
réel et moindre que Tunité. 

D'après ce qu'on a vu au paragraphe précédent : 
i^ La fonction snj: sera continue, monodrome et 
luonogène dans toute l'étendue du plan. 
^^ Elle possédera deux périodes, Tune 






r')ii-^'r) 



I 



correspondant aux deux lacets successifs et relatifs aux 
points critiques — ^^ i et + i. Nous l'appellerons 4K: 
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nous observerons qu'elle est réelle quand h esl réel, et 
d'ailleurs moindre que Tunité en valeur absolue, 



• 1» 



Jo ^/Ci-j'Ji.-AV)' 



l'autre période est 



Jo ^ Jo ^ 



A désignant, pour abréger, le radical *, on peut la repré- 
senter par 2 K' ^— - 1 , en posant 



kV- . = / 



Si Ton fait 



on trouve 



Jo ^/{l-t')[l-/c"t'] 



') 

» 

k est ce que Ton appelle le module^ 

h! est le module complémentaire, 

K est V intégrale complète, 

K! est V intégrale complète complémentaire. 

Ainsi les côtés du parallélogramme des périodes sont 

4Ket aK'v^^^^. 

S** La fonction snx passe deux fois par la même va- 
leur dans le parallélogramme, et, d'après la discussion 
faite au paragraphe précédent, 

SD (2K — x]=z SWX. 

4** La fonction snx s'annule en particulier deux fois 
dans chaque parallélogramme, et comme on a évidem- 
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ment 8na= o, les zéros de snx sont donnés par les 
formules o et aK, ou, plus généralement, 

^ . Jeu iKw 4- 2K /ly— I. 

• 2(2iW-h i)K H-îxK'/iV— I ) 

5® Cherchons les infinis de snx. L'un d'eux sera 
donné par la formule 



= 1 — ou aa=l 
Jo A J- 



00 



ao 






et Tou peut supposer que le contour d'intégration soit 
rectiligne en laissant d'un même côté de lui-même les 

points critiques -f- i et -+- j? et, de Tautre côté, — i et 

— -r; mais un tel contour peut être remplacé par un 

demi-cercle de rayon infini décrit sur lui-même comme 
diamètre, à la condition d'y adjoindre les deux lacets 
relatifs aux points critiques. Or le contour circulaire 
donne une intégrale nulle; on a donc 

et, par suite, 

Ainsi l'un des infinis de snx est K' ^ — i , et, comme 

sn(siK — jc) = sno:, un autre infini sera aK — K'^ — i. 
En général, les infinis de snjr seront 

4/«K-+- (-2/1 -f- i)kV— » 
2(2m-f- i)K -f- (2« -f- I ) K' V ■— ' 



ou 2Km H- (2« -t- i)K'\/ — r , 
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6° On a, comme il est facile de le voir, 

sn X = — sn ( — Jc ) . 



7° sn K'y— 1 étant infini, posons, dans Téqualion 



duc 



y/(l-y'){l-A-'y'), 



j •= — > ar =: K'J — I + t : nous aurons 

A' Z 

d'où nous concilions, z s'annulant avec f, 

et, par suite, 

/ sn.r 



sn (K'v/— I -h .r) =z , 



d'où l'on tire 

sn K y — I = 00 . 
8° Enfin Ton a 



I 



sn(K) z= I, sn(K 4- KV— = 7 



SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉaiODIQUES. 

La discussion faite au paragraphe précédent nous a 
révélé l'existence de fonctions monodromes et mono- 
gènes possédant deux périodes. Ces fonctions (et les 
fonctions elliptiques sont les plus simples d'entre elles) 
jouissent de propriétés communes qui peuvent en sim- 
plifier l'étude^ nous commencerons par faire connaître 
ces propriétés. ^ 

Sans doute une bonne partie de la théorie des fonc- 
tions elliptiques pourrait être faite, et même a élé édi- 
fiée avant la découverte, loule récente, de ces pro- 
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priélés; mais leur connaissance explique bien des 
méthodes d^nvesligation qui pourraient, sans cela, 
être regardées comme des artifices de calcul heureux, 
mais peu propres h éclairer sur la méthode dMnvcntion. 

THÉORkME I. — Il n existe pas de Jonction mono- 
droine et mono gène possédant deux périodes réelles et 
distinctes . 

En effet, si la fondions (x) possédai t les deux pé- 
riodes 0) et T7, on aurait 

m et n désignant deux entiers quelconques. Or, si w et vs 
sont commensurablcs, soit a leur plus grande commune 
mesure et 

Si l'on pose 

mk -^ nl=i I , 

cette équation aura toujours une solution, car k et l 
peuvent être censés premiers entre eux. On aura donc 

mkjL -^ nl7. = CL ou M (ti -^ n zj = oLy 

par suite 

a serait donc une période et ot> et tj seraient ses mul- 
tiples. Si Gi> et rr sont incommensurables, on pourra tou- 
jours satisfaire à la formule 

OÙ e est très-petit. Il suffit, en effet, pour cela, de ré- 



d 



duire - en fraction continue : soit - une réduite quel- 
w 7 



conque, —la réduite suivante ^ - sera compris entre ces 
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1 



deux réduites dont la différence — > lend vers zéro. On 

77 

pourra doue poser 



n 


P . ^ 


— r 


= - H 


6) 


7 77 



et 



/TIU 



[/> 9 1 V ma -\- np wÔ î 
/w -f- « - -f- /? — r == w ( — H I 
7 77 J L 7 77 J 



Or on peut, en supposant - irréductible (ce qui a lieu 

pour les réduites d'une fraction continue), prendre 
mq -f- np = i; mais m et n sont le numérateur et le dé- 
nominateur de la réduite qui précède-; donc —, <C i 

</ 7 

et wo) H- /ita; se réduit à une quantité moindre que -^) 
c'est-à-dire aussi petite que Ton veut e. On aurait donc 

/(ar-hs) =/(x) ou /(j:-+- s) — /(x) =ro, 
6 étant aussi petit que Ton veut. La fonction 

/(;rH-i)~/(x)=.-Q 

admettrait donc une infinité de racines e, ae, 3 e, . • > 
dans un espace fini du plan ; Tintégrale 






serait donc infinie, ce qui est absurde. Il est évident que 
deux périodes dont le rapport est réel ne peuvent pas 
coexister non plus. En effet, soit r le rapport des pé- 
riodes; on pourra poser 



(fi :=z rxs y 



cl Ton aura 
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eu désignant par F I - | la fonction y(j:) ; x étant quel- 
conque, on aurait 

F(x-4-i):^F(x), F(.r + r)=F(j-), 
et la fonction F aurait les périodes réelles i et r. 

Théorème II. — Une fonction monodrome, mono- 
gène et continue ne saurait avoir plus de deux pé- 
riodes. 



En effet, soient « H- iv^^,n'-f-i'v^^> a'' -+- i'V"~ "^ 
trois périodes de la fonction f{x)^ s'il est possible. Je 

dis que Ton pourra toujours trouver trois entiers m, 

/r/, m"^ tels que l'on ait 

a'" — ma -h /n'a' -f- m" a" < s , 
h"' z= mb -h m' b' -+- m*' b'' < e , 

e étant un nombre si petit que Ton voudra. En effet, 
considérons la quantité 

a'^b''— b'"a" — m [ab" -- bn'') -h m' [a' b"-^b'a"]*, 

on pourra toujours, comme on Ta vu dans la démon- 
stration du théorème précédent, choisir met m' de telle 
sorte que al^'b" — V" a" soit moindre qu'une quantité 
donnée, et même de telle sorte que Ton ait 

„, ,,„ a" ab" -^ ba" , a' b" ~ b' a ^ ^ 
a- - b'" - ou m ^„ + m' y, < 5, 

c'est-à-dire en valeur absolue 

' f , rw'" ^-^ iî _1_ L'" *' ' 

^ I ; rt <^ d -4- t; ~ . 
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mais m et /// ayant été ainsi déterminés, on pourra tou- 
jours choisir m" de telle sorte que l'on ait en valeur 
absolue 

_ ou ^,-4-/./^.-+-^ <-, 
et, par conséquent, 

On pourra donc, en vertu de (i), prendre 

(a') désignant la valeur absolue de a'^ ou, en définitive, 

prendre a'"< ^^ — '"> Or, de (a), on tire V" <^ - — -^ ainsi 

on pourra.preudre a"' et fc'" moindres en valeur absolue 
(]ue les demi-valeurs absolues de a" et V", Cela étant, 
considérons les quantités 

//" --: n'a -^ /t"rt" -h «"'«*', 
on pourra choisir les entiers n\ //', /i'^ de telle sorte 



.Hf Ijn 



que Ton ait en valeur absolue a'^ <^ — j &*'' <^ — • On 

pourra déterminer d'une façon analogue des nombres 

a"" <" — ? i^<^ — » et ainsi de suite: mais al"^ a^', a^, ... 

sont des fonctions linéaires à coefficients entiers' de a, 
a', a"; de même 6^'', J*^, i^, ... sont des fonctions 
linéaires à coefficients entiers de &, &'. ^''^^ ces fonctions 
linéaires vont en décroissant, au moins aussi rapide- 
ment que les termes de la progression géométrique de 

raison'-; donc elles peuvent être prises moindres que 

toute quantité donnée. c. q. f. d. 
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Si' donc la fonction f{.T) admettait les trois périodes 
a -h £ ^ — I , a! -h b' y^— i , a" -^¥ sj — i , elle admet- 
trait une période a^'^ -h i^'^ \J — i de module aussi petit 
que Ton voudrait; f[x A- e) — f{^) = o aurait donc 
une infinité de racines dans un espace limité, ce qui est 
absurde. II n'y aurait d'exception a cette conclusion 
que si Tun des nombres a«- et son correspondant £/ s'an^ 
nulaient rigoureusement. Mais alors, en appelant c*), unt^ 
tù"^ pour abréger, les trois périodes et en désignant par 
m, /7i\ m" trois entiers, on aurait 

( I ) /M w + /w'w' -H m''(ù" = o. 

Soient n^ le plus grand commun diviseur de m et m% et (jl^ 
l»! les quotients de m et ml par m^ ; si Ton pose 

i t » * 



/*w -f- //'œ' r= w,, 



on pourra toujours choisir n et ^i' de telle sorte que le 
déterminant jcx/i' — tz/ji' soit égal à i pour des valeurs 
entières de n et 7i' \ alors w et w' s'exprimeront en fonc- 
tions linéaires de co'i et Cl)], à coetTjcients entiers. On aura 
ensuite, au lieu de (i), 

ni ^Kn^ + W w rrr o. 

Divisant les deux membres de cette formule par le plus 
grand commun diviseur de m', et de ni"^ elle prend la 
forme. 

Kl *"* I ~*~ p"**^" ^^ o, 

et si Ton prend //', [i!' — /z"/ut', = i , ce qui est possible, et 
si Ton pose 

«, w, -h /ï 6K n: w^, 

0)', et Où'' seront des multiples de w' . En résumé, co et a>' 
sont fonctions linéaires et à coefficients entiers de co', et 
de Wj, c'est-à-dire de w^ et de coj. il en est de même 
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de ot>"^ nos trois périodes se réduisent donc à deux de la 
forme p(à^ -h q(>>iyp ei q désignant des entiers. 

THÉOKÈME DE M. HERMITE. 

Théorème. — L'intégrale d^une fonction double- 
ment périodique prise le long d'un parallélogramme 
de périodes est nulle. 

Ce théorème, ou plutôt cette remarque fondamen-* 
taie, est due à M. Hermite : elle est presque évidente. En 
effet, le long de deux côtés opposés, la fonction prend 
les mêmes valeurs, mais la différentielle de la variable 
y prend des valeurs égales et de signes contraires^ la 
somme des inlégrales prises le long des côtés opposés est 
donc nulle, et il en est de même de l'intégrale totale. 

Première conséquence. — Une fonction doublement 
périodique s'annule au moins une fois et devient infinie 
au moins une fois dans chaque parallélogramme des pé- 
riodes, car sans quoi elle ne deviendrait jamais ni nulle 
ni infinie; mais le théorème de M. Hermite nous ap- 
prend que dans chaque parallélogramme il y a au moins 
deux infinis et deux zéros. 

En effet, si dans un parallélogramme il n^y avait 
qu'un infini, l'intégrale prise le long du parallélo- 
gramme serait égale au résidu relatif à cet infini multi- 
plié par 27r y/ — i. Or ce résidu ne saurait être nul; 
donc il ne saurait y avoir un seul infini dans le parallé- 
logramme : il ne saurait non plus y avoir un seul zéro, 
car la fonction inverse n'aurait qu'un seul infini. 

Deuxième conséquence. — Dans chaque parallé- 
logramme, il y a autant de zéros que d * infinis» 

En effet, soit f{z) une fonction à deux périodes, 
j.^=:=^ 7777 ^"**^ '^^ mêmes périodes; en Tinlégrant 
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le long d'an parallélogramme, on doit trouver zéro, «m 
la différence entre le nombre des zéros et des infinis de 
f{z): cette différence est donc nulle. 

Troisième conséqcekce. — En intégrant 

le long du parallélogramme des périodes, et on appc> 
lant 0) et a les périodes, on trouve la différence entre 
la somme des zéros et celle des infinis contenus dans ce 
parallélogramme; elle est 

La première intégrale est prise le long de la période gj, 
et la seconde le long de la période tù\ en effectuant, on a 

ï r 1 /(s+ct) , /(«-+-w)i 



ou 



-z==z [ m log I — 0» log I ] :— m CT 4- /î w ; 



27rY — 1 
celte quantité est une période. 

Quatrième conséquence. — Une fonction double- 
ment périodique y qui admet n infinis ^ ou, ce quire\fient 
au même, n zéros dans un parallélogramme de pé- 
riodes , passe aussi n fois par la même valeur a à l^ in- 
térieur de ce parallélogramme. 

En effet, sohf[x) une telle fonction,/(x) — ^a aura 
aussi n infinis et, par suite, n zéros; donc /^(x) passe 
fi fois par la valeur a. 

Une fonction doublement périodique qui possède 
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n infinis'dans un parallélogramme élémentaire est dite 
d'ordre n. 

La somme des valeurs de la variable x, pour les- 
quellesy(x) prend la même valeur, est constante à des 
multiples des périodes près*, en efFet, d'après ce que l'on 
a vu (troisième conséquence), f{z) — a est nul pour 
n valeurs de z qui, à un multiple des périodes près, ont 
une somme égale à celle des infinis def{x). 

Il n'y a pas de fonctions du premier ordre, puisque 
toute fonction à deux périodes a au moins deux infinis 
dans chaque parallélogramme élémentaire, et les fonc- 
tions doublement périodiques les plus simples sont au 
moins du second ordre. 

Nous allons maintenant essayer d'établir directement 
l'existence des fonctions monodromes, monogènes, con- 
tinues et doublement périodiques. 



HEMARQUES RELATIVES AUX PRODUITS INFINIS. 

Nous allons bientôt avoir à considérer des produits 
de la forme 

7r^. — J_l 11 l* a -f- /w«-f-/îw' 



m = — 00 w = — 00 



et il est bon de montrer dès à présent que la valeur du 
produit en question dépend de la manière dont on l'ef- 
fectue, c'est-à-dire, en définitive, de l'ordre des facteurs. 
Considérons, en effet, m et n comme les coordonnées 
d'un points et faisons le produit de tous les facteurs cor- 
respondant a des valeurs de m et ti intérieures à une 
courbe Ci et de tous les facteurs correspondant à des va- 
leurs de m et Ji intérieures à une courbe C, Soient P, 

L. Fond, ellipti. 5 
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et Pf les produits, on aura 



P 
P 



2 -"--^ \ a-{- mtù-^ nt»' ) 



m et n désignant les valeurs entières comprises entre les 
deux contours Ci et C,. On en tire 

logP,— logP, 

=::i2log(n ^ A 

\ a -hmta-h nfji / 

On voit que logP^ — logPj peut être infini 5 mais 
il peut aussi être fini : c'est ce qui arrivera quand 

7 sera fini. C'est ce qui arrivera encore 

a -H /« » -j- /ï « * 

« 

lorsque, 'V > étant nul, parce que les deux 

[a -f. mtù -+-«&>)' 
ne sera pas nul : ce cas remarquable a été examiné par 
M. Cayley. En désignant par A la valeur de cette 
somme, on aura, en négligeant des termes infiniment 
petits, 

logP, — logPî = , 

et, par suite, 

p. -'-f 

L'ordre dans lequel on eflectue le produit, même en pre- 
nant autant de termes positifs que de termes négatifs 
dans chaque produit partiel, peut influer sur le résultat 

A y» 

en introduisant une exponentielle de la forme e ; 



(67) 
c^est ce qui nous permettra d'expliquer un paradoxe que 
nous rencontrerons plus loin. 



SUR LES FONCTIONS AUXILIAIRES DE JACOBI. 

Essayons maintenant de former directement une fonc- 
tion monodrome et monogène admettant les périodes 

4K et aK'y/ — i de sno:. Si Ton observe que l'on a 



sm 
ou 



in.r =: X ( 1 ; I 1 — -} — 1 



in j? = lim TT 1 i j pour « == oo , 



— jt 



.T 



en supposant i '— remplacé par x, on sera tenté de 



poser 



sojr = 






en remplaçant i par x^ ou tout au 

2Ko-h aK'ov/— i 

moins y aura-t-il lieu de se demander si le second mem- 
bre de cette formule ne serait pas doublement périodique. 
On voit d'ailleurs que ce second membre a été formé de 
manière à s'annuler et à devenir infini en même temps 
que snx. Malheureusement, d'après ce que Ton a vu au 
paragraphe précédent, les deux termes du quotient que 
nous considérons sont divergents, et ce quotient n'est pas 
bien déterminé; quoi qu'il en soit, en groupant conve- 

5. 



(68) 

nablement les termes, on peut obtenir une fonction bien 
définie qu'il convient d'étudier. 

Considérons, en particulier, le produit 



ou 



(■■ 



^. 



2K0-I- 2K'o^^/ 

doit être remplacé par x. 

En faisant d'abord varier m seul, il devient 

2Kiw-f.2K'/iv/^ 
7,YJ n\J — I — ^T~w( aK'/iy^ — i — x\ 

"" 2K'/i s/^" ^^\ 2K/W ; 



=n( 



2K/ÏI / 



ou, en observant cjue x TT ( i — — j est égal à - sinTrx , 



. 7.YJ nsj — I — X 

sm TT 

2K 

. 2K'/ïi/~7 

sm ^ TT 

2K. 



ftX 



Quand n = o, il faut remplacer ce produit par sin — » et 
le produit cherché peut s'écrire 



SK " _ «K ) 



K' 



en posant, pour abréger, <jf = e . On peut encore écrire 



(69) 
ce produit ainsi : 

K 11 (i — Ç''") 



Sin 



OU, en groupant les termes correspondant à des valeurs 
de n égales, mais de signes contraires. 






En traitant le second produit ou le dénominateur de snx 
comme on a traité le premier, on le trouve successive- 
ment égal à 

, (7.n H- i)YJ J—\ — x 
sm î^ '—-^ 7f 

n "^ _ 

•■-*■ . (2«-f-i)K'\/--i 

sm ^ '— TT 

2K 



ou 



n 



I — 272«-»-» ces ^ 4- ^^C*"-»-*) 

K. 



(,__^W+l)2 



Les deux résultats auxquels nous venons de parvenir sont 
d'ailleurs convergents si, ce que Ton peut toujours sup- 
poser, le module de q est moindre que l'unité, c'est-à- 

dire si la partie réelle de — - est positive. 

La méthode même que nous avons suivie pour former 
le numérateur et le dénominateur de sno: montre que 
ces termes ont des valeurs qui dépendent de l'ordre de 
leurs facteurs; et, en effet, si nous considérons, par 
exemple, le dénominateur qui, à un facteur constant près, 
est 

f [x] " TT 1 — 2 7'«-»-' ces — 4- 7'("*+') 



( 7° ) 
il a manifestement la période 4K. que possédait snor, 
mais il n'a pas la période 21K' qu'il aurait eue en lais- 
sant d'abord m constant pour faire varier /i; et il n'a cer- 
tainement pas la période aïK^, sans quoi il serait double- 
ment périodique sans devenir infini. Quoi qu'il en soit, 
il est curieux de rechercher ce que devient la fonction 

y (.r) quand on change a: en x-\- lYJ \] — 1 ; on a 
OU, si l'on veut, 

l^q-'e ^ ) ff(x):\i-'qe ^ /, 



c'est-à-dire 



_l»^U+r^=i) 



(A) ff{x -\- 2K' ^^i)=i — ff(x)e 

Le numérateur de la valeur de sn jr, que nous représente- 
rons par 6(0:), satisfait, comme on peut le vérifier, à la 
même équation ^ dès lors il est facile de voir que la fonc- 
tion définie par le rapport -) — [ admet non-seulement la 

période 4^ commune à 6 et à f, mais aussi la période 
2K'^ — I. En effet, de la formule (A) et de 

e(j:-f.2KV— = — Q(*)^ ^ 



(71 ) 

on déduit 

11 resterait a prouver en toute rigueur que suj:= — t— t- 
c'est ce qui serait évident, si Ton pouvait admettre que 
—y — représente une fonction continue, monodrome et 

monogène. En effet, sno: et -^-4 ayant les mêmes zéros 

et les mêmes infinis seraient égaux à un facteur constant 
près, qu'il serait facile après cela de calculer. Nous ne 
tarderons pas à prouver que l'on a bien à un facteur con> 

stant près snj:=: -\—l'^ jusqu'alors nous considérerons 

ce fait comme très-probable. 

Les fonctions telles que 9 et (f sont ce que nous appel- 
lerons des fonctions elliptiques auxiliaires. 



CONSIDÉRATIONS NOUVELLES SUR LES FONCTIONS 
AUXILIAIRES DE JACOBI. 

Nous voilà conduits a étudier les fonctions auxiliaires 
évidemment plus simples que les fonctions doublement 
périodiques qu'elles engendrent^ mais, sous forme de 
produit, elles paraissent peu maniables, et nous allons 
essayer de les développer en série. 

En définitive, il est à peu près établi que sno: (et Ton 
verrait de même que cna:, dnj:) peut être considéré 
comme quotient de deux fonctions admettant Tune ses 
zéros, l'autre ses infinis. Ces fonctions n'ont qu'une pé- 
riode, mais elles se reproduisent, à un facteur commun 
près, quand on augmente leur variable d'une quantité 



( 7^» ) 
coiivenableknenl choisie et qui sera une seconde période 
de leur quotient. 

Désignons alors par 6[x) une fonction possédant la 
période co, et développable par la formule de Fourier 



'-/=i 



suivant les puissances de e"^ j partageons le plan en 
parallélogrammes de côtés ot) et t7, et proposons-nous de 
faire en sorte que dans chaque parallélogramme la fonc- 
tion 6 possède fi zéros. 

Le nombre ^i de ces zéros devra être égal à Tinté- 

grale de — : ■ ^ ? prise le long du périmètre d'un 

parallélogramme, et cela quel que soit le point que Ton 
prendra pour sommet, si Ton veut que les zéros soient 
régulièrement distribués dans le plan. Or la valeur que 
prend notre intégrale le long des côtés parallèles à cr est 
nulle, puisque la fonction, admettant la période co, prend 
des valeurs égales sur ces côtés, tandis que dx y prend 
des valeurs égales et de signes contraires. On devra donc 
avoir, en intégrant seulement le long des deux autres 
côtés, 

et cela quel que soit a:; cette équation détermine d. On 
peut poser 



• • 



et déterminer les coefGcients indéterminés a, [3, y, 
par l'équation (i); celte équation n'en détermine qu'un 
seul, et nous supposerons alors, pour simplifier, /3 = o, 
y = o, .... La formule (i) donne alors 



2ir4/— I Ja 



at.dx z=. 



Tty — 



( 73) 
d'où 



a 



&> 



et, en remplaçant a, (3, y, . . . par leurs valeurs dans 
Téquation (2), on a 



• , / 



OU, en intégrant, 



c désignant une constante. On en déduit 



B[x-ir xs)=iB[x]e 



|a(X4-C) 



f 

Ainsi il suffira d'assujettir la fonction B[x) aux condi- 
tions 

l 9(ar-f- w) ==0(0:), 
(3) _ÎJl£=» 



l». (X + c) 



pour obtenir une fonction telle que nous la désirons. La 
première formule est satisfaite en posant 






ou 

(4) B{x)=le «- 



[rt X + « (njl 



Nous allons déterminer ^{n) de manière à satisfaire à 
la seconde condition (3); on a 






sw V'— 1 



[ffi -H H) jr 4- f f/i + |i.) 4- f /i) — f <■« + i*) — i* JC + n w] 



( 74) 

Si Ton pose alors 

(5) ' <p(/ï) — y(/H- fi) -h /fcy =— rpt, 



on aura 






ô(a:-hl!j)=2/? " 
OU 

I 

G(x -f- ct) = 9(.r)tf • , 

et les formules (3) auront lieu. L'équation aux difie- 
renées (5) ne détermine pas complètement f (^) : elle 
laisse arbitraires f (i), 7(2)» • • • 9 ?(/^)* ^^ appelant cp('7z) 
une de ces quantités^ on a 

y(m-f-pi) := ^(/7l) -h C^ 4- /lîCI, 

y(;W +2fA)=:.y(w -f- pi) + CfA -f- (/w -f- pi)cj, 



y (ilf-f- If*) = f (m -h / I fi) -h CfA -f- (iM -f- / — I /a) o, 

d'où Ton tire ^ 

if [m -f- 1^) =ç(iw) -f- ific -h CI- (2m — 1(1 — ft), 

et0(.r) prend la forme suivante, en remplaçant (f{n) ^ 
dans (4) par sa valeur 

où Ton a posé 

//;x „ / \ V^ — n — (»» + n*)x+jfcic+- wUm + m-{*)| 



I = 00 



Donc : 

1** Les fonctions monodromes et monogènes satis^ 



(75) 
faisant aux formules 

(3) «^v^^ , , 

( 0(xH-cT) = e(.r)tf 

50«£ fondions linéaires et homogènes de {i d'entre 
elles; 

2° Ces fonctions existent réellement, car la série (6) , 

est convergente si*ia partie imaginaire de — est posi- 

tiv^Oy ce que Von peut toujours supposer. En effets alors 
la racine i'*"*' du i'^"** terme de la série (6) tend vers 
zéro / 

3® Ces fonctions ont yi zéros dans le parallélogramme 
des périodes w, u. 

Enfin le quotient de deux quelconques de ces fonc- 
tions a évidemment les périodes &) et cr, ce qui prouve, 
a fortiori, l'existence des fonctions à deux périodes arbi- 
traires et à fjt zéros ou du fx**"° ordre. 

% DES FONGTIOr^S DU PREMIER ORDRE* 

Nous dirons quune fçnction elliptique auxiliaire est 
d'ordre fx quand elle aura /x zéros dans son parallélo- 
gramme des périodes. Les fonctions du premier ordre 
satisfont aux équations 



0(a:-+- w) z=B{x), 



««/— I 



0{a;-\-m) = B(a:)e 



(v-hc) 



et, Q désignant Tune d'elles, les autres seront égales à 6^ 
à un facteur constant près. On pourra alors poser 



-+-» 



2 



— OD 



l mx + mc+ •—- w I 

» w \ ï / 



( 76) 
Nous retrouverons cette fonction plus loin. Observons 
toutefois qu'elle n'engendrera pas de fonctions aux pé- 
riodes simultanées tù et U] mais il faut remarquer que, 
si la fonction en question est du premier ordre par rap- 
port aux périodes &) et o, elle sera du second ordre si 
Ton prend pour périodes o) et 2C7 ou acd et t7 : c'est pour 
cela que, devant la rencontrer de nouveau dans tous les 
ordres, nous ne nous en occuperons pas ici. 

DES FOnCTIONS DU SECOND ORDRE. 

Les fonctions du second ordre satisfont aux équations 

( B(.r -h w) = 6(j:), 



i'X-^C\ 



Elles sont au nombre de deux distinctes 0^ et 0i, la solu- 
tion la plus générale étant Aodo + Aidi, Aq et Af dési- 
gnant deux constantes arbitraires. On a d'ailleurs 



N e.(*)=2 



8lt V— I 

e « 



I = — 09 



(3) e,(.r) =2'^' """"'""'"'"' 



| = — 00 



Les fonctions qui servent da numérateur et de dénomi- 
nateur à snjr sont du second ordre par rapport aux pé- 
riodes 2K'^ — E et 4K.. En effet, ces fonctions satisfont 
aux relations 

f ©'^j: -4- 2K v — i)=z-^(f^x.e * 
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Or la seconde de ces relations peut s'écrire 

Ces formules coïncideront donc avec (i), en posant 



le numérateur et le dénominateur de sno: seront donc 
de la forme Ao0o(j!^) -4- A,0i(a:), et Ton aura 

(5) \ Oo(^)-2^ 

Groupons les termes correspondant à des valeurs de 
i égales et de signes contraires, et posons toujours 

q = e ^y nous aurons 



n.T ,. 9.TTJC 



9o[x] = I — 27''cos-— — h 27-'cos— h 



I7r.r 



-+- (— I )' 2q'* COS -— - -\-. . , y 



K 



0,(x)=:v^~I^2^«sin^-27 



7r.r ,/..,N • 3nx 

i(i-Hi)sm— — - -+-.,. 

9.K 



,i(i+x) 



. (a/H-ljîTJi: 



sm 



• • • I • 



2K 

Jacobi désigne la fonction do p^i* ®{^)\ quant à la 

fonction 0i, nous la remplacerons par 0i, ce qui lui 

donne plus de symétrie, et nous la représenterons en- 
core, avec Jacobi, par H(x); nous aurons alors 

B[x] =: I— 2(7 COS— -h 27*COS-^^ h . . . + (— \yiq' COS-—- . . . , 

i TT^ I. STror _^ ^^^ . (2/ + l)7rr 
H(.r):3=^*sin — -9 sin-^^-f-...d=7 sin -^ zir . . . 
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Da reste, les fonctions les plus générales satisfaisant 
aux formules (4) sont de la forme A&{x) -h^tl[x). 
Aux fonctions et H on adjoint aujourd'hui les 
fonctions Q[x-h K), que Ton désigne par ©^{j:), et 
H(x+K), que Ton désigne par Hi(x). Si, dans les 
formules (5), on remplace x par x + K, om trouve 
alors 

/ , 7r.r trx 

S^[x] =z I -h 27 ces —- 4- 27* COS -— -h . . . , 

H, («)= 2flr*C0S — — -4-2<7*COS — -r -+-.... 
^ ' 2K ' 2K 

Il existe entre les fonctions H et une relation re- 



marquable : quand on change .r en x H- K'y/— 1 , de- 



■n 



^(jx-i-KV^) 



vient égal à ^ — 1 H(x)e **^ , ce que l'on vé- 

rifie sans peine en remplaçant x par x-i-K'\/ — i dans 
0(x) ou, ce qui revient au même, dans son égal Q^[x) 
exprimé par la formule (5). 
Voici le détail du calcul : 

®[x) z=z2e *^ 

X 2tf '*^ 



— sj—ie *>^ H(a:). 

On vérifiera facilement, d'une manière analogue, les 
formules non démontrées, que nous résumons dans le 
tableau suivant : 



[«] 



(79) 

TABLEAU N° 1. 
e (xj = I — 27COS-— - H-2^*COS-— 27*COS 

K. K. K. 

, » TTX ^ 27r.r „ SirJT 

0, (^j = I -f. 2r/cos— --l-2 7*cos-- l-27'cos-— - 

Au , K.' K. 

„ / . 7 . TTX 4 . 3irx ^ . Stt^ 

H far) =2^*SIII -zr — 27* Sm — — - -f 2^ * SID — , , . , 

^ ' 2K ' 2K ^ . 2K 

__ / . T «"-^ V 37r.r ^ 57r.r 

H, JT) = 2O*C0S— -: -U 27*COS— -- -f- 2^ * COS — -- -h. ... , 
^ ' ' 2K ' 2K ^ 2K. 



• • • » 



g =: e * 



[2] 



[3] 



[5] 



(a;4-K)=0,(x), H (x + K)=H, (j?), 
e,(x-(-K) = (x); H,(«4-K)=— H(x). 

e (a--+-2K)=0 (3:), H (x-i-2K) =— H (x), ■ 
ei(.r4- 2K) =0|(x); H,(x + 2K) =— 'H,(x), 
[41 4^ ^^^ ""^ période de 6, 6,, U, H,. 

e, (x+2K'v'— i)=e,(x)c 

H (x-t-2KV^ = -H (x)c~^^'"^'''''~'\ 

H. (x + 2K' v'^:;) = H. (x)r^^'"'''*^\ 

e (x + KV^) = v'=TH(x)r^^*'""'*'^\ 

e. (x + kV=^) = B,(x)'^'"'^^"*'''"'\ 

H (x + KV=T) = v/=^e(x).-^^"""''^'^^; 
H. (x + K'/=-;) = e,(x).-'^^"-^"''^\ 

e(-x)=©(x), H(-x)=-H(x). 
e,(— x)=0,(x), H,(— x) = H(x). 



[61 



[7] 



{8o) 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 6, 61, H, Ht = O. 

On a évidemment 

H(jc) =0, 

et, en verta des formules [3] du tableau n^ 1, comme 

« 

H(j?-+- 2K) =— H(x), 
on a aussi 

H[5iK) = o. 

H(x) n'ayant que deux zéros dans le parallélogramme 

des périodes 4 K. et 2 K' y/ — i , les zéros seront de la forme 
suivante : 



4yK -+- 2/KV— I et (4y -4- 2)K + 2/K' y/- i, 

ou, si Ton veut, 

(H) vK-f-9./KV=^, 

j et / désignant deux entiers. Mais^ d'après [2], H{a:) 
est égal à Hi (0:4- K); donc Hi(a:-j- K) est nul quand 
X est de la forme précédente; donc enfin les zéros de Hi 
sont de la forme 



(H.) (2y-f-i)K-4-2/'KV-i; 

enfin, en venu de [6], les zéros de © sont ceux de H 
augmentés deKIyJ — 1 ; ils sont compris dans la formule 



(e) 2yKH-(2/4-i)K'v^^; 

ceux de @i sont compris, en vertu des mêmes for- 
mules [6], dans celle-ci : 

(e. ) ( 2./ -h 1 1 K + ( 2y'--^ I ) K' \/^7. 



( 8i ') 

TABLEAU N" 2. 



( Zéros de 0(j:). . 2yK -f- (2/ -f- i)K' y — i , 

^ (!eH(.r)... 2y K -H 2/ KV~ , 

^ ' dee, (.r)... (2/-(- i)Rh- (2/' -4- i)K'v/— I, 

de H,(.r) .. (27-4- i)K-h2/K'v^. 

NOUVELLES DÉFINITIONS DES FONCTIONS Q, H, ©i, Hi. 

Les fonctions ©i, Hi, ©, H satisfont aux formules 

/ 0, (.r + 2K) — ©i(j^), 

(il î ^V^^ r, . g. /—7) 

( 0,(.r-h2K'v— ij =:::0.(.r)r' ^ 

l © (.r-f- 2K) = 0(.r;, ^ 

( (or f- 2K'v/— = — ®(-^)«^ *^ 






l H,(.r-i- 2K)— — H,(j 

( H.(r-+-2KV— = H,(^)6' '^ 

I e (j: + 2K) = ~H(j:), __ 

Si Ton ajoute que ces quatre fonctions sont synec- 
tîques el, par suîie, développables en séries d'exponen- 
tielles, elles seront déterminées à un facteur constant 
près par ces quatre formules. Ce fait est déjà établi à 
l'égard de la fonction ©1^ nous allons le prouver pour 
les autres fonctions. 

Lorsque Ton a 

(5) î ' «IV^ , 

{ Q{x^a)=:B[x)e «- , 

et que la fonction Ô{x) est synectique, ces ('quations 

L. Fonrt. ellipt. 6 
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imposent à la fou c lion 6 In forme 

où Ao» A|, ..., A^_, sont des coiislantcs ci où ^oi ^i- ••• 
désignent des solutions de (5). Si donc on fait /x ::= a, 

w = 4K, rr = aR'y^ — 1, r == K'y/ — i , on aura 

et 0(jf:) sera de la forme A© ^o -H Ai 6,. Or les deux fonc- 
tions ©^ (.r) et H, (jr) satisfont à ces deux équations; 
leur solution générale sera donc 

Ao0i(^) -t- A,H,(jr). 

Si Ton ajoute que 0[x) s'annule pour une valeur 

donnée K -h K'y/ — i, il faudra que A, =0, et la fonc- 
tion 6 sera définie à un facteur près. 

Ainsi les fonctions ©i, H<^ ©, H sont définies par 
leurs zéros et par les formuliîs telles que (6), que Ton 
peut déduire de (i), (2), (3), (4); mais elles ne sont 
définies qu'à un facteur constant près (on reconnaît 
dans H et © 1rs valeurs qui figuraient en numérateur 
et en dénominateur dans sn,r). 

SUR UWE FORMULE DE CAUCUY. — NOUVELLES EXPRESSIONS 

DF. 0, H, 0,, H, EN PRODUITS. 

Posons 
Nous aurons évidemment 






I -r 7 3 I -f- 7 
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c'est-à-dire 

(2) F(9'z)(7^^-7-^')^F(^)(^-^r•"-^'3). 

Celte équation constitue une propriété de la fonction 
F{z) qui va nous servir à la développer. F(2) est de la 
forme 

^ I 4- A2(z»-4-z-*) -4-.. .-+- A„(««-h2-«). 

Remplaçons dans (a) F(«) par cette valeur, nous aurons 

[Ao-f- A,(7»3-+-</-'z-') -f- . . . -*- A»(çr'"z«-4-7-^"z-")](7S-f-7*"'^») 
= [A„-i-A,[2-hz-') -h ... H-A„(z«-hz-'')](i -f-iy^'+^z), 

et, en égalant de part et d'auire les coefficients des 
mêmes puissances de z^ 

Ao7 -h Ai^'^+^^i AoÇ»"-^» -h A,, 
A, y' -h A2 7'"-^« = A, 7^"-^= -4- A, , 



ou bien 

^«l*/ -7'''^'; = A'(i -7^"-^*;, 

A„_.(7^«-^~ 7 "^-^j =rr A„(i - 7<"-*-^K 

Or on connaît A„-, il est égal à qq^q^ . . .7^"+* =r <y"<'»+0, 
et l'on lire des formules précédentes 

, , (i — 7^'-*-< ]( T — 72«-+-« K . . ( I — 7<"+M 
A =:ff"(""*"'î - - ■ - ■ ■ - '• • 

Supposons ^ <^ I5 alors pour « = oo on aura 

I 



ti— 7';^i— 7^.1 -7M1 — VV.' ••• 
A, = 7Ao, A2=7'A, , ..., 

6. 



(8.4 ) 

rt, par suite, en égalant les valeurs (i) et {'i) àeF{z)^ 

Telle est la formule de Caucliy; quand on y fait 
z =e ^ , et quand on observe qu'alors 

A. 

25* -h «"*** =: ? ces — - y 

elle donne 

{ i-h a^cos -T^ -h 7'){i H- a^'cos— - -4-^*) ... 

Ht.T O.VX 

\ A- iq ces -— -h 7-7 COS -— h . . . 



• • 



(, — i7»j^i — 7*111 -~7«; 
Si donc on désigne par c le produit 

ou aura 

e, (j?) = c(i -h 27 COS — 4-7'J (i -+- 27'cos-— 4- 7* . . . . 

En changeant dans cette formule x en a -h K, en 

X -f- K' y/ — 1 et en .r + K -f- K'y/— i, on forme le la- 
blcau suivant : 



( 85 ) 



TABLEAU N" 3. 

f = (i-y'){,_,«)(i-.^«).... 

e, (x) =:c( I + 2^C0S-— + q'] li -h H q' cas ~ + qA 



& (x) = 



7C.T 



c I I — 2 ^ cos -—- -^ g'^][ i -^27' cos 






Hi (x) = C2^ 



[9] 



* cos -— 

2K. \ 



7CX 

I 4- 2<7'cos— 4- 7* 



X I -h 27 



H Lr =: C27* sm— -r I — iq^ cos h 

^ ' 2K V ' K 



nx 



^"* "k" ''^ '^ ) 



'•) 



X ( 1 — ï>.<7*cos — -h 7« 



RELATIONS ALGÉBRIQUES ENTRE 0, H, ©i, Hi- 

Considérons les fondions ©*, H*, 0|, H]] elles satis- 
font toutes les quatre aux relations 

e(x-+-2K)=o(jc), 

donc deux des quatre fonctions en question sont des 
fondions linéaires et homogènes des deux autres. Po-, 
sons alors 

e'(x) — AH'(:r)-f-A,Hî(ar); 

on en conclura, pour x = o et j: -= K,, 



0'(o) = A.HJ (o), e'(K) z=z AH='(K). 



D'ailleurs 



HÎ(o) = IP(K); 



(86 ) 
on eu déduit A et Ai, et la formule précédente donne 

ce que Ton peut aussi écrire 
On trouve de même 

mais (formules [6]) 

(K-f-KV~ ) __ H(K) _ H.(o^ ^ 

donc 

( 2 ] 0' (.r) = H» (.r) |f(--! -h 01 (x) J^ . 

\ I \ J 0Î (o) ' ^ ^ 0^ (o) 

RELATIONS DIFFÉRENTIELLES ENTRE LES FONCTIONS 

AUXILIAIRES. 

Posons 
on aura 

Or, en différentiant les formules [5], on a 



B!{x H- 2R'v — i j — — W(x)e K^ 

H-H(x)e 



_ 5^ (x + kV=Ï) t t y — 1 



(2) \ «V^Zl 



K 



-h (x 6' "^ 



( 87) 
Or les deux fondions H(j:) et 0(.r) possèdent la période 
4K; il en est donc de môme de H'(.r) 0(jr) — 0'(x) H(.r), 

et, quand on y change j: en a* H- aK'^ — i, en vertu de 
(2), cette fonction devient 

[0 [x) H'(.r) - H (.r) 0'(.-r)] e ^ ^ ^^ >^ ' ^ . 

en dautres termes, elle s'est trouvée multipliée pai^ 

_!:lv;EÎ(x4.kV-,) _1^s(x + kV^) 

I 

Or les fonctions 0(jr)H(x) et 0, (x)Hi(.r) sont dans 
ce cas; on doit donc poser 

(3) E'{x)®{x) — H{x)&'[x) =rr A (.r) Il (.r) -h B0,(x) H, (./•), 
ou, en divisant par 0* et en tenant compte de (i), 

-^r . H(.r) . 0.(.r)H.(x) 

fie &'^.jr) 0^.rj 0(.r) 

Mais, si, dans (3), on change x en — .r, on a 

H'{x)®{.t) — H(.r)0'(.r) =1^— A0(.r) H(x) -+- B0,(a:) H,(x), 

et, en comparant cette formule avec (3), on a 

A = o; 
donc 

^ _ g 0. H. 
fU "^ 0* 



Si^ dans (3), on fait x = o, on a 

H'(o)0(o)=:B0,(o)H,(o). 

Tirant B de là, la formule précédente donne 

, dr _ nVo^0(()^ 0,(.r)H,(.r) 

^"^^ r/x " 0,^o)B,(o") ~"@^-{,t) ~ * 

Entre celte formule et les formules (i) et [i] du para- 
graphe précédent, éliminons 0i(jr) et H,(.r); nous 



{88 ) 
aurons 

yry_ H"(o) r e[(oi i r,_ h>) i 

Cette équation serait identique à celle qui nous a servi 
primitivement à définir le sinus de Tamplitude de x^ si 
Ton supposait 

__ 0, (o) __ ©, (o) H (xl _ I H [x] 

*"'^""H.(o)^"" H.(o) 0(^7""'^ vç^y 

, e.(o)H-(o)_ 

^^J ^H.(o) 0(oj -'' 

et Ton aurait 

1 =:= (i — sn'j;) (i — X-'sn'.r). 

On a donc bien 

H(.r) e.(o) 

eW H.(o)' 

et il est nettement établi que la fonction sno: estmono- 
drome, puisqu'on peut la former de toutes pièces en la 
considérant comme le quotient de deux fonctions mo- 
nodromes. 

Maintenant reprenons les formules (i) et (2) du pa* 
ragraphe précédent-, on peut les écrire, en divisant par 



dsnc 
dx 



snx z= 



e^[:r\YL\[o] " 0-V) UÎIOJ 

__ W[x) B;(o) 0^(.r) 0»(o) 



La première, en vertu de (5), sera satisfaite en posant 

H,(.r] 0(0) 



0(.r) H,(o; 



=: COSam.r r:r CH.r, 



( 8y ) 

et la dernière donnera 



0? .r ® O 



ou bien 

e,(;r) 0(0) 



^i — X^sn^x =z dn'x. 



bî. 



ou Bien 



0(j) 01 (g)- 

Elle donnera aussi, pour a: = K, 

^ ^ EP ( K) H[]o) 0|(K) 0^) 
0^(K) 0ï(o) 0'(K) 0{(oj' 

^^h;(o) ^ 0^(q) 
0;(o) 0î(o)' 

Le premier terme du second membre est A', le second 
est donc la quantité désignée plus haut par k'^-^ h^ est ce 
que nous avons appelé le module complémentaire. On 
a donc le tableau suivant : 

» TABLEAU N" 4. 

I H(.r) 



snx = 



CTÏX 



/Z ^1 

V X' 0(.r) ' 

e(x) 



_Hi(o)_e'(o) „_e'(o) *_h;(o] 



X' 



» T. 



©;(o) H'»(o) &](o) A' e\o] 



["] 



j Jo v/(i- 



(ix 



'• ' dx 



Jo V^(i — xM[i — k''x' 



(9» ) 



I! il 

o i^ 
c c 



-T o 

Il !i 

O ^ 

C c 



o 

c 

1/3 



II 



II 



8 



Cl i> 



8 



8 

+ 

c c c 



+ 



8 

II 



I 



. Il -: 



1^ 

es 



8 



8 

. Il ■: 

o I M 



es ^ 

d c 



+ 

c 



I 
+ 

c 



- I-*: 



II 



+ 



C 



s c ^ 
•^ '^ <« 



II 



II 



h I + 

--- <iL Jl 

^ o c 

"D -3 -3 



c 

II 
"h 



c 
II 



B 

I! 



I + 



F S= P 
«- O O 



C 

(A 



C 

(A 

11 

I + 



CBS 

(#} 'iS (A 



'•^ 



(y 



C 






OQ 



c 



I 

I 



\à 



H I H 



C 



V» 

c 



+ 

1^ 



^ ^ 



c 

t/5 



<c 



H 

c 
c. 



Il 11 

I 



+ 

C 



H 

c 



H 



c 



Il il 



H 

+ 

J 



+ 

1 1 



H 

c 



c 

(A 

1"^ 



1 


H 




+ 




■^ 






c 


a 



(A 






14 



C 

(A 



B 



fl 



11 

+ 



Cl 

B 



B ** 

B 
(A 



+ 



B 

(A 



en 

O 
u 



I I I . i 



+ + 






es 



II 



Q W 

"S es 






B 
'vA 






r \^ 



\^ 



Ci 

+ 

es 
es 



B 



+ 



I l 



^ (^ ^ 



I 

+ 

+1 



I 

c« 
es 



C4 



rr 



vrî- 
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RELATIONS E34TRE SHX, CUX ET du JT. 

A la fonction sn:r, définie parTëquation 
nous avons adjoint les fonctions 



(2) 



La formule (i) pourra alors s'écrire 



fia j 

ax 



Des formules (2) on déduira 

dff u du 



dx w I — a' ^^ 



=. — uw. 



dcv k'^u du 

dx ^i—A^u^ f^^ 

Ainsi on a 

d%iix 



liX 



= cvkxàsix^ 



(3) < — ; = — (InxsDo;, 

^ ' ^ dx 

dàïïx 
dx 

Maintenant, si Ton observe que 

I , ^ ^'(v^ — /•'•' — 

« = yi — v-'-^-yi — (v-*, (• -•_ , «' = \/ a'H- A •>% 

A" A' 



( 9» ) 
les formules (3) pourront sY*crire 



du I ^ . 



dx 
di\ 



— y/il — V' X''-h t^'v'\ 



dx 

Rien n*est plus simple, en partant des formules (3), que 
de former les équations auxquelles satisferaient tang amx, 
cotamx, .... On formera ainsi le tableau suivant : 



[.5] 



[.6] 



TABLEAU TH^ 5. 



/ d^tiX 

dx 

dcnx 
dx 

ddnx 



dx 



= cn.rdnx, 



r=. — dnorsnxy 



= — A-'sn.rcnx 



Fonctions. 
u z=z snj:, 

u =: cnx, 

u z= dn jr, 



ê=-Vi-"'i(-F.-) 



n ■= sec ani.r, 



I 

U-. - — >, 



du 
dx 
du 
dx 
du 
dx 
du 
dx 
du 
ux 
du 
dx 
du 
dx 
du 



Leur équation différentielle. 



tt = langam.r, — = \/(i -h «*')( i + /"k»), 



=-*'y/(«'-')(«'-^)' 



u = cosec am.r , — z=r y'(/*=' — i ^ i u^ — A^ ), 



d.T 






Ce dernier tableau est utile pour la réduciion de Tin- 
tégrale 



/; 



iiu 



aux fonctions elliptiques. 



FORMULES d'addition. 



Considérons maintenant le produit 

H(.r-f-rt)H(.r — fl) =B[x); 
on a ( tableau n^ 1 ) 

Ô(j7 H- 2K) — 0(j:), 

Les fonctions H' et @' satisfont à la même équation -, 

donc 

H (a: -4- a)H{x — a) =z AH' (x) -h Be^{x). 

Pour déterminer A et B, on fera a: = o -, on aura alors 



On fera ensuite a: = K' \/ — i ; on aura alors 

H (kV^ -+- fl) H (K V^ — û) = AH» (R' v/^ ) 
ou 

— e (tf ) (— /?) — — A 0' (o). 

On a donc 
et, par suite, 

B(.. + .)H(.-«):^«-('''«lW-f'W«'(-). 

^ ' ^ ' 0*(o) 

On obtient de la même façon une foule d'autres for- 
mules, que nous résumons dans le tableau ci-après. 
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TARLK4U H" C. 



Jdx — a] n.[X -^ a, = ; ? 

^ ' ^ ' 0'(o) 

H(x — û) e(x -f-fl) 

H,(o)0(o) ^ ^ ^ ^ H,(o)©,(o) ^ ^ '^ ^' 
[,^] I H(.r — /7)H,(.r4-«)' 

e^oje.^o) ^ I '^ I e(oje,(o) ^ ' ^ ' 

H{jc — fi]e,{.r-\-a) 

(.r — ^) H (.r -f- a) 

_ H.(/i^0,;^/) H{.r) e(.r; ^- H [a)B[a] H,(x) 0,(^) 

[l8] ( 0(a:-«)H,(x-f-û) 

__ V/) 0,(^] n ^r) H, (.ri — H [n]€i[a)e[,T] (è,\x ) 

0[O^0,'Oj 

@[x — a)0,(ar4-«) 

__ H,f/yl 0(//) H (.r) 0.[j:) — H (^1 0.H 0[x) H.(.r) 
"" 0(0) H, ^oj 



En combinant ces formules par voîe de division, et en 
ayant égard aux formules du tableau n^ 4, on trouve, 
par exemple, en divisant la première [17] par la se- 
conde [17]^ 



snf.r -4- /? r= 



sn*x — sn'/i 
sn X en fl (In fl — sn // en j: dn a: 



( .95 ) 
et, eu multipliant haiil et bas par 

snx cna dna -h sn'^rnx <lnj", 

/ , sn.r rn<7 rfn<7 -f- sn/T<'n.r <ln.r 

sn .r -ha}z=i -— ; 

c'est par ce moyen que Ton formera le tableau suivant 

TABLEAU N° 7. 



/ . , ,v snacnbi\r\hzt.&nùcnadna 
sn [n zh h) n=r , 

r -, y / , fN cn«cn /> zp snrtsnôc!n/7(ln^ 
I iQ < cn(rt ±: ft 1— — , 

, , ,, dnadnb zîz fî^sna^nhcDûciih 
dn /-/ m » rrr ^ 

Pour a:= b : 

7.snncnaânrr 

Sn2// = ; — J 

I — A'stra 

en'/-/ — ^n^ndn^rr 
[ 2o J 'i en '>.a z=z - 



dn7.a 



I — A-'sn'/^ 

dn'<7 — ^'sn'<7<'n^rtr 
I — /'sn'rt 



/' sn (<7 ■+- h] 4- sn (« — b] = Gsn<7 en ô cin /->, 
sn(fl -h ^) — sn (« — ^) = Gsn^cna dn^, 
en [a -h />] -+- en [a — b) = Gcnflen />», 

^ en («-+-// — en (fl — b) —i — Gsn^ snô dn/ar dn^, 
dn(/2 -f- ^; -f- dn(<7 — b) .- Qdnn dnb, 
dn la -4- b — dnf« — b] rrr — G^^sn/isn^cn/7 en//. 



On a posé 



o 

G --^ .V - 77 

I — A^sivasiï-0 



( 9« ) 

Les formules d'addition [19] sont les premières que 
Ton ait trouvées sur les fonctions directes. Elles sont 
analogues aux formules fondamentales de la Trigono- 
métrie; mais ce n'est pas comme nous venons de le 
montrer qu'elles ont été trouvées. 

C'est en intégrant l'équation 

ri.r {fr 

o. 



que l'on est arrivé à la découverte des formules d'addi- 
tion. La méthode la plus simple qui ait été donnée pour 
l'intégration de cette formule est due à Lagrange. D'au- 
tres méthodes, plus simples en apparence, ont l'incon- 
vénient de s'appuyer sur des artifices qui supposent 
évidemment que l'on connaît d'avanre l'intégrale. 



AUTRE MANIERE POUR ARRIVER AlX FORMULES D ADDITION 

DFS FONCTIOiNS ELLIPTIQUES. 

L'équation 

(ix ftr 



o. 



qui devient, par les substitutions x = s\n^^y = sin^, 

(i) , - -- • — o, 

admet pour intégrale 

r-^ dx /V' fir 

mais on peut lui trouver, comme l'ont prouvé Euler et 
Lagrange, une intégrale algébrique. Posons, à cet effet, 
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avec Lagrange, 

(2) • ^ - ^^ ^>lt 

V I — ^' sin»(j> sii — k^ sin^^ 
ou 

(3) ^z=:v/i~X-sin'^, ^=:v/i-A»sin^4'. 
puis 

(4) (? + >];=/?, ç — ^ = ^5 
on aura 






(5) ^^''^ ''' 



sm' ^ — - ; 



d'où 



|=^,-A'si„.^+Y/,-*'sin 



^ A» — 7 



dt y 2 V ^ 



d'où Ton lire 



sin' ^- ^ — sin* ^- ^ 

L 2 % \ 






OU enfin 



Mais, en différentîant (3), on a 

éf^to — ^'sincpcosœ r/cp . . 

— ^ = ^ --- = — A' sino cosf, 

dV ^,_x-^sin'y di 

— - :=z — A^ sini(«cos^: 
dr T • ' 

L. Fonce, ellipt. 
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d^où l'on tire, par addition et sonstraclion, 

-—Y = —• k* sinp ces y, 

d^q 

-~ == — A^ sm q COSp. 

di* ^ '^ 

De (6) et (7), on lire 



ou 



d*p C08^ 

dp dq sin q 


d^q cosp 

dp dq sinp 


d^p cos qdq 
dp sin q 


d^q cosp dp 

. — » 
dq sio/; 



ou 



dp , dq 

^=asiny, -^ = a' sinp, 

CL et a' désignant deux constantes qui doivent rentrer 
Tune dans l'autre. En remplaçant p et q par leurs va- 
leurs dans ces formules, ou a 



i ^i — A^sïn'(f -h v^i— X^^sin'i}* =a sin(^ — 4')» 
(o) < 

( ^i ~ X'*sin='ç ~ y^i---X^sin^ zi=a'sin(ç -t-ij/). 

Ce sont là deux intégrales de la formule (i); mais, en 
éliminant dt entre les deux formules précédentes, on 
obtient une nouvelle intégrale. En effet, on a 

dp dq I • j • . 

— f- — = -T—r — ou a' smp dp = a sinqdq , 
ASinq a sinp ^ '^ > 

et, en intégrant, 



a cosp =. a' COS9 + *"> 
a!^ étant une nouvelle constante, et Ton a 

(9) aCOs((p -+- \|/) r=ra C0S(y "~ 4') + «'• 




(99) ""'^^ 

Or, on peut mettre Tintégrale de la formule (i) sous la 
forme 

jx désignant une constante à laquelle se réduit y pour 
<p = o. Si, dans les formules (8) et (9), on fait t(^ = o, 
on a 



V^ I — k^ sin' /x + I zrr a sin fz, 

y/i — A^sin^it — i=:a'sinfit, 

a cosp = a' coSfi + a". 
On en tire 



\/i — k^ sin^fji H- I , \^i — A" sin*fA — i 

oc — — I ' ' ' , ' * « s ^m ■ « 

sinpt sin/JL 



i/i — X-^'sinV+i \/i — X^sin'pt — i 

a"=: ' COâa— ï : i- COS«, 

OU 

., 2 COStt 

a izz î- • 

siufA 

En portant dans la formule (9) ces valeurs de a, a\ cl" ^ 
on a 



i/i — A=»smV + i / ,x 

V j !I COSIç -f- >p) 

sin ft ^ * ' 

= : ^ C0s(ç — 4») + 



2 cosa 
1 



smfA sm^ 

et, en effectuant, 



(il) cosfcos^' — ^i — A^sin'^A sin^sin^» = cosfi. 

Cette formule est une des intégrales les plus célèbres 
de l'équation (i); les formules (8) en fournissent deux 



- - * :-- 






autres 



(•») 



( loo ) 

= ; i- sin(f — 4» , 



y^i — X^sin'f — y^i — X'sin*^' 

8in(ip 4-4»), 



>]\ — X'sin*fA — I . 



sm/A 

identiques au fond à la formule (i j). 
Maintenant, si Ton fait 

•/o v^i — X'siu'f •/© v^i — X*sin*>^ 

la formule (i) donnera 



X 






O ^i-tX^sidY 
donc 

Les formules (i i) et (12) donneront alors 

(i3) cnacn^dn(a — h) — snasn^=:cn(^ — ft)» 

I \ u dn(/7 — /»^ -+- 1 

dnâ — dno = — '— ; n — snacno — sn^cna], 

sn (fl — ^) 

dnf// — - A) — I 

dritf -4- lin 6 = ^rr — snacn^ + snocn^i). 

sn(a — />) ^ ' 

Si nous posons, un instant, dn (« — h) =j^, sn (a — i) = x, 
nous aurons, au lieu de ces dernières formules, 

a:(dna — dn A) = [y -h i) (snacn^ — sn6cn/7], 
x(dn/z + dn^) = (j — i)(snacn3 -f- sn^cna), 



ou 



j?dn^ — jsn^cnfl = — snacn^. 



J 



( •<>. ) 

On en tire 

sn [a—b]z=z -— - — , 

, , ,. sn^dn^cna — snadnacn^ 

dli(a-h^)= • 

énbcïib^ïïa — dnefcnâsné» 

Si l'on multiplie haut et bas ces deux formules par 
l'expression ^ conjuguée de leur dénominateur, on a, 
en observant que sn'acn'i — sn*icn'a est égal à 
sn*« — sn*i, 

, ,, , ,, dn^cn^sn^ — dn<tcnasn6 
(i4) sn(a. — ^) = 



(i5) dn(«~è)=^ 



1 — X'^sn^ûsn'^ 

k^^tia^nbcnacnb -\- Anaànb 
) — k^sïi^asn^b 

c. Q. F. D, 



SUR LES PÉRIODES ÉLÉMENTAIRES. 

Soit/(z) une fonction doublement périodique. Consi- 
dérons les points Moo et M,o qui représentent les imagi- 
naires z^ et Zo-h w, 0) désignant une période dey*(2). On 
peut toujours supposer que co soit la plus petite période 
d'argument égal à l'argument de 0)5 car il n'existe pas 
deux périodes distinctes de même argument; toutes sont 
multiples de l'une d'elles, que l'on peut appeler od. Soit 
js une période distincte de co, et supposons-la aussi la 
plus petite de celles qui possèdent son argument. Soit 
Moi 1^ point qui représente l'imaginaire Zq + t7; sur les 
droites M^^^Mio et M^,, Moj, on peut construire un paral- 
lélogramme que l'on pourra considérer comme un paral- 
lélogramme des périodes; on lui donne le nom de paral- 
lélogramme élémentaire y si aucun des points de son aire 
joints à Moo ne fournît une nouvelle période. 

Il est clair que le parallélogramme élémentaire peut 
se former en prenant la période co pour base et en faisant 



( >02') 

mouvoir le côté M^^Mio, pris pour base, parallèlement à 
lui-même, jusqu'à ce qu'il rencontre un point Moi, tel 
que MqqMoi soit une période. 

Soient ot> et a deux périodes élémentaires ; (ù'ét xs' deux 
nouvelles périodes; il faudra nécessairement que Ton 
ait 

(0 { ' ^ _._ ' 

m et /), ni! et n' désignant des entiers; car une période 
quelconque s'obtiendra en joignant le point Mqo à l'un 
des points de croisement Mm„ des droites formant le ré- 
seau des parallélogrammes des périodes a>, xs. Pour que 
les périodes o)', xs' puissent former un nouveau parallé- 
logramme élémentaire, il faut que m et ti soient premiers 
entre eux, ainsi que m' et vl. En effet, si m et n avaient 
le diviseur commun d, en posant m = dni!\ n = dn"y on 
aurait 

et ~ serait une période; tJ ne saurait donc^tre une pé- 



riode élémentaire; mait co et a doivent s'exprimer en a>' 
et xs! sous les formes 

ce qui exige que le déterminant du système (i) divise 
nxsf — n'o)' et mo' — tw'w', c'est-à-dire /», w', m eXm\ 
Or, m et n étant premiers entre eux, le déterminant est 
égal à l'unité, et Ton a 

• mnf — nm' = iti i . 
Soit 

w =: a H- 6 ^ — I, 

«'= ma -+■ na! 4- ^ — i [mh -4- nb']^ 



( io3 ) 
Taire du second parallélogramme des périodes est 

{ma'hna'){m'b' -h n'b'] — [m'a '\- n'a') [ma -h nb') 
OU 



m n 
m' n' 



a b 
a' b' 



= ab'-'ba'. 



Donc : 



Les aires des parallélogrammes élémentaires sont 
égales. 

SUR LA FORME GÉNÉRALE DES FONCTIOIÎS DOtJBLEMENT PÉ- 
RIODIQUES, ET LEUR EXPRESSION EN FONCTION DE L*UNE 
D^ELLES. 

Théorème I. -** // existe toujours une Jonction dou- 
blement périodique admettant deux périodes données ^ 
deux zéros donnés et deux infinis donnés, pourvu que 
la somme des zéros soit égale à la somme des infinis à 
des multiples des périodes près. 

En eSéiy nous avons vu qu il existait deux fonctions 
distinctes f i et c^t satisfaisant aux formules 

ç(j; -4- w) 3= ^(j?)» 

ç (ar H- ci) = Y (4?) tf " , 

et que la solution la plus générale de ces équations 
était 

Ces fonctions <fi et f t ont chacune deux zéros dans le 
'parallélogramme des périodes co et t7, ainsi que la fonc- 
tion <]p. Si nous divisons (pî par cfi ou si nous divisons 
Al 9i-f- Aj çp2 par Bi9i -f- Bjcy,, B^ et B, désignant des 
constantes différentes de Ai et A,, nous obtiendrons une 
fonction doublement périodique y*(x). Soient a, b ses 
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zéros, (X et ^ ses infinis; considérons Texpression 

elle n'est plus infinie pour x= a on j: = ^3, mais elle 
Test quand on pose x=a! \ elle admet en outre le zéro a'. 
Mais la fonction y (x-f- 5) — /^(«'-f-^), outre le zéro 
x = a-^ en possède un autre |S', tout en conservant les 
infinis a: = a — 5, x=^ — s. On doit donc avoir, en 
observant que la somme des zéros est égale à celle des 
infinis, 

équation dans laquelle on peut choisir 5, de telle sorte 
que |3' ait une valeur donnée. L'expression (1) admettra 
alors deux infinis donnés d/, ^', le zéro donné af et par 
suite un autre zéro 4', tel que af-h ^'^a'-^-l/'^ enfin le 
coefficient A permettra de prendre la fonction (i) égale 
à une quantité donnée différente de zéro pour une valeur 
donnée de x. 

Théorème II. — - // existe une fonction possédant les 
périodes gd et gt, les zéros ^i, a,, , , .^a^ et les infinis a^ 
a^, . • • , a„ satisfaisant à la relation 

^1 + «î -+- . . . H- a» ^5 «I -h aa ■+ . . . H- «rt. 

En efiel, soit Fi(x) une fonction aux périodes &), tr, 
admettant les zéros a^ et b^ et les infinis a^ et at, bi étant 
déterminé par la formule 

Soit Fa(ji:) une fonction aux mêmes périodes ayant pour 
zéros a^ et b^ et pour infinis «s et ij, • . . . Soit F„.i {x) 
une fonction aux mêmes périodes admettant les zéros 

(*) Le signe ^ est employé à la place de = pour indiquer que Ton 
néglige des multiples des périodes. 
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^n-i et bft^i et les in6nis b^^^ et ««» l^ls que 

La fonclion 

F, (.r) F, [x)... F„^ (x) 

aura les périodes co, ta», les zéros a^, a,, . . ., â„.], &„., 
et les infinis «i, a^, • . . , a„; m^ais on aura 

«1 -4- /Tj -f- . . . -f- «„_, 4- ^„_, ^ ai 4- as -f- . . . -{- a„_, H- a,,. 

Théorème III. — Deux fonctions doublement pério- 
diques d'ordre fini dont les périodes o) e£ tJ, a>' e£ c/ sa^ 
tisfont aux relations 

n = /iCT = /ï'ct', 

m ei m' désignant des nombres entiers; en d^ autres 
termes y deux fonctions «, j>, dont les parallélogrammes 
élémentaires ont leurs côtés commensurables et dirigés 
dans le même sens, sont fonctions algébriques Vune de 
Vautre. 

En effet, soient a Tordre ^e m, et v Tordre de v. Le 
parallélogramme de zi, comme celui de f^, tiendra un 
nombre exact de fois dans le parallélogramme ayant 
pour côtés fl et II, le premier mn = M fois, le second 
m!n'= N fois. Il en résulte que^ à chaque valeur de m, 
correspoiidront, dans le parallélogramme 12, II, un 
nombre Mfx de valeurs de la variable z^ et par suite 
M/x valeurs de (^5 donc v est lié à « par une équation 
algébrique de degré Mjui en i^. On verrait de même qu'elle 
est de degré Nv en u; car u et 1^ n'ont que des nombres 
limités de zéros et d'infinis et restent d'ailleurs mono- 
gènes et continues Tune par rapport à l'autre. 

Théorème IV. — Une fonclion d^ordre n est liée à 
sa dérii^ée par une équation du degré /i, par rapport à 
sa dérix^ée, et de degré 2n par rapport à la fonction* 
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En effet, soit u une fonction aux périodes tù eizs\ sa 
dérivée admet les mêmes périodes, mais les infinis de la 
dérivée sont en général en nombre double de celui de la 
fonction ; car chaque infini de la fonction, lorsqu'il est 
simple, devient double dans la dérivée; en tout cas. 
Tordre de la dérivée sera. compris entre n + i et 2n. En 
vertu du théorème précédent, il existera entre u et u 
une relation algébrique d'ordre n en u' et d'ordre nf en 
u, n-h iSn'S^n^ li n'étant infini que si u est infini; 
le coefficient de ri'" pourra être pris égal à Tuniié. A une 
même valeur de u correspondent n valeurs de z dont la 

somme est constante, et par suite n valeurs de-r- = — ,9 

* du u 

dont la somme est nulle; donc le coefficient de u' est nul. 

Par exemple, si u est du second ordre et a deux infinis 

distincts, on aura 

a'»-f.U = o, 

U désignant un polynôme du quatrième degré. Si u a un 
infini double, U sera seulement du troisième degré. Ce 
derniei: théorème est de M. Méray. 

DÉGOMPOSITIOM DES FONCTIONS k DEUX PÉRIODES 

EN ÉLÉMENTS SIMPLES. 

Soient F(x) une fonction aux périodes w et u, et a^, 
cxs, as, . • . ses infinis. Soit Q{pc) une fonction auxiliaire 
satisfaisant aux relations 

e(j? + w) =0(x), 



on aura 



ô'(a: -f w) __ 0'(.r) 
e [x + w) "" (x) ' 

e'(^ -^ o) _ 6'(j') 9 Tt \f^ 
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Considérons maintenant l'intégrale 



prise le long d'un parallélogramme des périodes. Le long 
des côtés parallèles à t7, les valeurs de l'intégrale se dé- 
truiront, et il restera à intégrer le long des deux autres 
côtés, ce qui donnera, en appelant p une arbitraire, 

7=/ ^(')— ^ — .^^"' 

résultat indépendant de /x et de je?, que nous désignerons 
par C. Or, Tintégrale considérée est aussi égale à la 

somme des résidus de F(z) -4 (• Les résidus relatifs 

à Q[z — x) sont, en appelant ai, ag, as, ... les zéros de 

F(4: + «|), F(^ + â5j), ..., F(x + tf^)>; 
ceux relatifs à F [z) sont 

A, -^ -ry Aa -^ : r» •♦•> 

si les infinis a sont simples, et Ton a 

A,==lim(j7 — *)F[^) pour ar=a. ^ 
En général, si Ton pose 

(z~a)-F(z) = y(z), 

on aura, pour résidu de F(z) — ^ ^> 
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En résumé, on aura 

Supposons |x= I et a = O', on aura, au lieu de celte 
formule, ' 

et F(j:) se trouve décomposé aînsî : 

Cette formule donne F (a:) décomposée en éléments sim- 
ples, tous intégrables au moyen de la fonction 6, ce qui 
démontre la possibilité d'intégrer les fonctions à deux 
périodes (du moins à Taide des fonctions auxiliaires) ; 
mais le mode de décomposition dont il vient d'être ques- 
tion présente encore une foule d'autres applications que 
M. Hermite, auquel nous devons la théorie que nous 
venons d'exposer, a fait connaître. 

Nous allons montrer immédiatement comment les in- 
tégrales de deuxième et de troisième espèce se ramènent 
par les considérations précédentes aux fonctions et H 
de Jacobi. 

La fonction de seconde espèce 



/; 



quand on y fait z = sn x, devient, à un facteur con- 
stant A' près, 

fk^Sïi^xdx, 

C'est celte intégrale que nous allons étudier. L'intégrale 
de troisième espèce 

dz 



/ 



(i- «î«2)^(, — 2»)(i- A-'a') 
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devient, pour z =: sn x, 

(«) r '^ ; 

nous la remplacerons par 



/ 



I — /'sn'flfSn';^: 



en posant n' =: i*sn' a et en observant que F intégrale (a) 
ne diffère de celle-ci que par une fonction linéaire de x 
et par un facteur constant. 

ÉTUDE DE LA FOITGTION Z(x). 

La fonction 

kHn^xdx 

est évidemment monodrome, car les résidus de sn*j: 
sont nuls; nous allons le vériGer. 

Décomposons, par la méthode de M. Hermîte, sn'.r 
en éléments simples, cette fonction ayant pour périodes 

aK [puisque sn(j:H-aK) = — snj:] et aK'y/— i. 
Evaluons Tintégrale 

(0 — 7= P'^^hTI — ;t^« 



le long d^un parallélogramme de côtés aK et *k¥J yj — i; 
le long des côtés verticaux, le résultat de l'intégra lion 
est nul ; le long des côtés horizontaux, le résultat est 



sn'z 



_ I r« 

Try — I t/oc 

[H^( g— .r) __ H' 'z —jr -^^'V - V]l 
H(»--^) H(z -j:4-aK'v^]J 



dz. 
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En vertu de la formule 

Tintégrale considérée se réduit â 

nous désignerons cette quantité par C. Mais l'intégrale (i) 
est aussi égale à la somme des résidus de la fonction 
placée sous le signe f'^ le résidu relatif au point x est 

sn'x; calculons celui qui est relatif ail point K'^^ — i. 

Posons pour cela z-= K'y/ — i -f- A ; nous aurons 

U(K.'\/—i—x + A) 
et par suite le coefficient de -r ou le résida cherché est 



I r H'(K'vCrr-x) T 



Si Ton observe que 

on a 

Notre résidu devient 

ir e'(-x) T_ ire'wy 

<»Le(-*)J~*'L®WJ' 
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On a donc enfin 



^ , I re'(x)T 



on, en intégrant, en multipliant par A* et en posant 

Z(x) = Ç^-?l^., 

telle est l'expression de Z(a?), monodrome comme l'on 
voit. On en déduit 



) 



et Ton constate que la fonction 

est monodrome également. M. Weîerstrass la désigne 
par le symbole Alo:. Il désigne par Ali or, AlfX, Al»a: 
les produits de Ala: par snx, cnor, dnx. 

La constante ^ est susceptible de prendre une forme 
remarquable. En effet, en différentiant (2), on a 

et, en dîfférentiant encore, 

sn'x=ç i_L_U__U. 

Si Ton fait alors a: = o, on a 



ou enfin 



e(o)' 
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On a ainsi plusieurs expressions de la constante ^, que 
Ton peut considérer comme parfaitement connue. 

ÉTUDE DB l'intégrale BLLIPTIQUE DB TBOISIÈUE ESPÈCE. 

On peut parfois éviter la méthode de décomposition 
donnée plus haut. En voici un exemple : 
La formule [i4] donne 

on peut récrire 

On en déduit immédiatement 

0' (o) (a? -h û) (.r — a) 



i — ^'sn'flsn'a: 



e^[x)e^[a) 



En prenant les dérivées logarithmiques des deux 
membres par rapport à a, on trouve (en observant que 
sn'a = dnacna), 

— 2.Psnacnadnasx\^x 0'(.r -f- fl) 0'(.r — a) 0'(tf) 

I — /^sn^ûsn^j? &[x-\-a) 0(a? — a) 0(«) 

Si l'on change les signes et que Ton intègre de zéro à x, 
on trouve 

Jr^ ^^snacnadnafin^x , &'{a) i, B(x — a) 
. ax =^ — ^ 1 — log — ^ • 
^ i — A^sn^asn^x e{a) 2 ^0(x-f-a) 

Cette intégrale n'est pas tout à fait Tintégrale de troi- 
sième espèce de Legendre, mais il est clair qu'elle s'y ra- 
mène aisément. Jacobi la désigne par n(x, a). Ainsi 
l'on a 

^ ' ^ ^ e{a) a ^ex -ha) 
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On en conclut, en changeant x en a et a en x, puis en 
retranchant, 

On peut d'ailleurs s'assurer que les valeurs des loga- 
rithmes se sont détruites, en observant que l'on doit avoir 
une identité pour a: =; o, a = o. 

C'est dans l'égalité précédente que consiste l'échange 
du paramètre et rie r argument, proposition généralisée 
dans la théorie des fonctions abéliennes. On peut aussi 
écrire 

n{xy a) — n(«, jn) z= xZ[a) — aZ[x], 

EXPRESSIOfI d'u]NE FONCTION DOUBLEMENT PÉRIODIQUE AU 
MOYEN d'une FONCTION DU SECOND ORDRE AUX MEMES 
PÉRIODES. THÉORÈME DE M. LIOU VILLE. 

Soit/(a:) une fonction monodrome et monogène du 
second ordre aux périodes w et cj; soient a et 5 — a ses 
infinis, s désignant la quantité constante à laquelle se 
réduit la somme des valeurs de z pour lesquelles /(-s) 
prend une valeur donnée dans un même parallélo- 
gramme. Soit F(z ) une fonction quelconque aux mêmes 
périodes o), cj; soient (3], ^j, . • . , [3^ ses infinis. La fonc- 

tion fi \ Yi — \ ^'^^^S''^® J® '^"g d'un parallélogramme 

des périodes donne un résultat nul : ia somme de ses ré- 
sidus est donc nulle. 

La somme des résidus relatifs aux infinis x et 5 — x 

L. Fonvt, ellipt, ^ 



ou bien 
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en observant que, y*(x) étant égal sif{s — Jc),y'(jc)doît 
être égal et de signe contraire à y (5 — x). La somme 
des résidus relatifs à F (2*) étant alors représentée par 

on aura 

le signe F placé au-dessous du signe f indiquant qu^on 
ne doit intégrer qu'autour des in6nis de F(z). 
Si Ton considère en second lieu la fonction 

son intégrale prise le long d*un parallélogramme sera 
encore nulle, et il en sera de même de la somme de ses 



résidus. Or la somme des résidus relatifs à -., , ., , 
est égale à 

F(x) + F(5-x)-F(a)-F(j-a), 

et Ton a par suite 

F(j:) -+- F(j -- jt) — F(a) — F( J — a) 

ou bien 

F(r)-h F(f-a:) = F(a; + F(j —a) 
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La comparaison de celle formule avec (i) donne 

2F(a:) = F(cr)-f-F(^ — a) 

OU bien encore 

I2F(x)i=F(a)+-F(f — a) 

en posant F(z) = {^ — j3)'*0(«), /i désignant le degré 
de multiplicité de Tinfini p. Quand |x = i, le symbole 

r :-; 7 -In — . doit être supprimé. 

La formule (2) montre que toute fonction aux pé- 
riodes ot), xs peut s"* exprimer rationnellement au moyen 
de la fonction du second ordre f et de sa dérii^ée. 

On voity en outre, que cette déniée n^ entrera que 
sous forme linéaire» 

Ce théorème est du à M. Liouville, mais l'expres- 
sion (2) explicite de F, que nous venons de donner, n'est, 
je crois, pas encore connue ; du moins on ne la trouve 
pas dans le Traité de MM. Briot et Bouquet. 

Remarque, — La théorie précédente tomberait en 
défaut si F(a:) et f[x) avaient des inGnis communs, 
mais on tournerait facilement la difficulté en dévelop- 
pant F(j:) divisé par une puissance convenablement 
choisie de y (.r). 

APPLICATION DES CONSIDÉRATIONS PRÉCÉDENTES 
AU PROBLÈME DIT DE LA MULTIPLICATION. 

Le problème de la multiplication des fonctions ellip- 
tiques a pour but de faire connaître swmx^ cnmXy 

8. 
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(Inmxen fonction de suj:, cnx, dnj:. Notre formule (;i) 
(lu paragraphe précédent résout cette question plus sim- 
plement et plus complètement qu'on ne Tavait fait jus- 
qu'ici. 

Soient h le module de snx, 4K. et iVJ yf^^i ses pé- 
riodes, m un nombre entier : siim[x — a) admet évi- 
demment les mêmes périodes. Construisons le parallé- 
logramme des périodes, de telle sorte que ses côtés 
coïncident avec Taxe des x et l'axe des j^ positifs, puis 
déplaçons infiniment peu ce parallélogramme, en pla- 
çant le sommet primitivement à l'origine, dans T'angle 
des coordonnées négatives. 



Les inGnis de snx sont K'y/ — i' et aK -f- K'y/ — i, 
ceux de snm(x — a) sont 



P' — a -f- 2/4- I — '^ h 27 -h 1 — , 

' tn m 



B" — rt-h 2/ 4- I — l-2y — » 

• ^ ' m tn 

i et y variant de zéro km — i. En faisant 5== aK, la 
formule (a) du paragraphe précédent donne 

2sn/72(.r — a) == snm'R'v^ — i — a) 

i^\ I -f- sn/ii(K'v/— I -+- 2K. — ^) 

v . . , , , sn' :r -f> sn' z 

2 résidu. snw (3 — a) • 

sn.r — snz 

Le résidu relatif à un infini |3' s'obtiendra en cher- 
chant la limite de 

. . sn'.r + sn' p' 

• ' snx — 'snp' 

= zsn [(2/+ i)KV- I + ('/•+ >)2K +/nï]^———| 

I 

— i sn'jT-hsn'fi' 
kswmz sïïx — snp' 



> a* 
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Celle liniile est 

I sn'j: + sn'B 

/'/// sn X — sn p' 
L'iniini (3" conduil au résidu 

I sn'jr + sn'p" 
X/;/ snj; — sn p" 

La formule (i) devient ainsi 

sn'x-+ sa' I — i-^ kV^=7 + 4y- -h J 
_ '^^ I I m m I 

" Zà'hii |2'-+-»xr, / f .^ I 

sn jc — sn K V — i -h 47 •" <* I 

L /?2 ^ ^^ //ï J 

sn' jr — sn' KV— I + 27 + 1 H û 

'~^2âJJ^i r2/+ 1 , , — ^ ~2K n' 

snx — sn K' i/— i + (2/ -4- i H « 

Eu faisant a = o, on a la formule de la multipli- 
cation pour le sinus amplitude. On peut vérifier la for- 
mule précédenie en prenant m = i; on a alors 

2X^sn[:r — a) 

sn'-f-h sn'(K'y/-- i -ha) sn'^ -+- sn'fKV— ' -+- 2K. -f- «)^ 

' snx — sn(K'\/ — i-f-^) snx — sn(K'v' — i -{- 2.K -i- a) 

et si Ton observe que sn'x = en j:dnx, 

cn(.r -h KV— i) =— V^— ' 1 — --' 

Asuo: 

dn(x 4- K' /37) = _ ^— T £ÎLf , 

sn (x -h K V — = -; ^ 

on trouve 

cnrtdnrtsn.r — rnj:tln.rsn/ï 



sn (.r — a 






I — Psn-xsi\^a 
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Ainsi notre méthode donne aussi Taddilion des fonc- 
tîons elliptiques. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur la multi- 

plication. La division aurait pour but de calculer sn - » 



en — 9 ••• en fonction de snx, cnjt, dnor, .... Sans 

m 7 T y 

entrer dans des détails à ce sujet, disons seulement 
qu'Abel a démontré que les équations d*où dépend la 
division des fonctions elliptiques sont comme celles d'où 
dépend la division des fonctions circulaires, résolubles 
par radicaux. 

APPLICATION A l' ADDITION DES FOKCTIOKS 
DE TROISIÈME ESPÈCE. 

Nous avons trouvé 

. , ©'(«)" I , S(x—-a] 

Si Ton désigne alors par «j, a,, . . ., (X^n+f des argu- 
ments tels que 

a, -4- a, •+ ... -4- aj,,^, =z o , 

on aura 

n(a,, a] -f- n(a2,fl) -h . . . -f- n(a2,^+.,, «) 

_!_ . e(a. — a)@[ai — a) . , . 0(a?H^i — a) 

2 ^0(a, 4-rt)e(aaH-«)...e( a,„^, -\- a ) 

La quantité placée sous le signe log possède les pé- 
riodes 4K et aK'v/ — * P^r rapport à la variable a\ on 
pourra donc l'exprimer en vertu du tliéorème de 
M. Liouviile en fonction rationnelle de sna et de sa 
dérivée sn'a ou cn«xdna. Nous ne donnons pas ici 
celte expression, qui est un peu compliquée. 
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DÉVELOPPEMENT DES FONCTXOJNS D011BL£MEP<T PÉRIODIQUES 

EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. 

La formule de Fourier donne 

^„ mii^ — 1 

snx=:2^ — 717 — I snse ^^ dz; 

^^ ^'^ Jx, 

reste h calculer la valeur de Tintégrale qui en Ire dans 
cette formule. D'abord, en posant 

A„— j snze **^ dz, 



on trouve, au moyen de la formule sn {2 K 4- J^) = — sn a:*, 



x^ 



snze * *^ rfz 



4- J ( — snzje -^ dz 






Jr»a: 
^0 



2K _^JLJ^- 



L'intégrale A^ étant indépendante de j^q, on peut 
supposer x^ un peu plus petit que zéro. L'intégrale 
étant prise le long du contour rectilîgne jCo, oc^ -h 2K 

peut être remplacée par deux parallèles à K'y — i 
de longueur infinie, menées Tune par x^ et l'autre par 
x^-^^Y%. au-dessous de Taxe des x, et par une paral- 
lèle à l'axe des x^ menée à Tinfinî. Le long de ce nou- 
veau contour, l'intégrale sera nulle; mais il faudra lui 

ajouter les résidus relatifs aux points — K'y^ — i , 

— ZYJ s[^i^ — 5K'y/ — i, . . ., multipliés par ir.s^ — 1. 
De plus, ces résidus seront pris dans le sens rétrograde. 
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Calculons le résidu relatif au point 

— (2/î-f- i)K'v/— i; 
il est égal à 



lim i ' c ** ; 

X-sn(x + KV— ï) 



mais, si/x étant égal à i pour jr = o ou *n:YJ \j — i, 
cette quantité peut s'écrire 



I • ■ ■■ m 



00 

f/I + 1 



Ou a donc 
et Ton a 

par conséquent 

Quand 771 est négatif, on a 

I snze *^ dz = — I stïzdze **^ 
o »/o 

Les coefficients des termes également distants de l'ori- 
gine sont donc égaux, et, en les groupant, on a 

_ m = » 

"f^s/ç V^ Ç'"'*' . ( 2 w -t- I ) 7r.r 
sno: = -rrr > rr Sin -^ y-— ? 



~ XK -i^ I —ij 



771 = 

«0 






|2M+I 



4K 



'"^^TE '-^^Ht 



,m 



dnj: := — ir I ï -f- a ^ — r- CCS 



g"' mirx 



• 



4K \ ^ -^ I -hq"" 2K 
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A ces formules il convient de joindre les suivantes, 
auxquelles on parvient d*une façon toute semblable : 



00 



— ^ sin ,, ) 



LZi — _ V i- 



@[x) K -^ I — r/»'" K 



1 

00 



—h — r = -zr 7 — sm — -— 

0,(x) K ^ l — r/2'« K 

1 

. ' devenant infini pour x = o, on développera 



on trouvera alors 



£r.Ëifi"|. 

dx \ . 7r.r I ' 



H' (.ri TT TTX 2 7r ^r^ r/"* niiTT 



De ces dernières formules on tire 

dloasn.r on:cdn.r tr ttj: 27rv^ <?'" . tnitx 

dx snj: 2K 2K K -^ i 4- 7'" K 

d\oSCnx TT TTJî 2 7r v^ q"* . wirj: • 

rilogdno? 4^^ V^ 7'*-' (2m — i)îrar 

■ — r — > sin ^ ~ • 

da: K --irfl ^qH^"'-^) 2K 

On arrive plus simplement à ces rcsuliats comme il 
suit. 

Rappelons la formule 

1 /* r^ 

log(i — 2rcosf -Hr*) =rcos<x. H — cos2a 4- — cos3a..., 

2 20 

et parions de 

e[x] =zcli - 27C05— -h 7M ( I - 2 7''cos^ -+-7*) . . ., 



( •" ) 

nous aurons 

-loge (a:) = -loge — cos -— 



2 ° ^ ' 2 Kl — q* 



1 nitx à* 
cos -^_ — 1 — . . . , 



2 K I — y< 

et, en prenant les dérivées, nous aurons le développe- 
ment de — p~« On obtient d^une façon analogue ceux de 

e,(x)' H(:r) '^^ H(j:j 



SUR LB PROBLEME DE LA TRANSFORMATION. 

Le problème de la transformation a pour but la com- 
paraison des fonctions elliptiques correspondant à des 
modules différents. Exposons, d^abord, la tbéorie que 
Jacobi donne dans son ouvrage intitulé : Fundamenta 
noi^a tJieoriœ functionum ellipticarum. 

Si dans Texpression 



)/A-hha:-h Cx^ -+- Dx» -4- Ex< 



on pose x=z - 9 U et V désignant des polynômes entiers 
en y y on aura 






V^AV* -h BV»U -I- CV'U' -f- DVD* -+- EU* 

et Ton. peut, d'une infinité de manières, déterminer U 
et V, de telle sorte que le second membre de cette for- 
mule soit de la forme 

dr 

s/ÂM^'b'Th"- C r» 4- D>'^ -t- E'r 



{ i23) 

En effet, pour que dans le second membre de (4) le 
polynôme sous le radical se ramène au quatrième 
degré, il faut que ce polynôme, qui est d'un degré qua- 
druple de celui de U et V, ne contienne que des facteurs 
doubles, à l'exception de quatre qui seront simples; on 
aura donc, en appelant T un polynôme entier, 

= T»( A' -h B> 4- C'x^ -+- D'jr' -4- E'y) ; 

le second membre de (i) se réduira alors à la forme de- 
mandée si l'on a 

(2) — =const. 

Or, il en est ainsi quand U et V sont de même degré 
ou de degrés diilérents d'une unité. Soit en effet 

A -+- B.r H- Cx^ -h Bx^ -f- Ex< 

et par suite 

AV* -f- BV^U 4- CV'U» -4- DVU» -h EU* 

=r:E[U — aV)(U — pV)(U — 7V)(U-5V). 

Les facteurs (U — aV), (U — pV), ... sont pre- 
miers entre eux, car tout diviseur simple de U — «V et 
de U — |3V, par exemple, sera diviseur simple de U 
et V, et, comme on peut supposer U et V premiers entre 
eux, les facteurs U — aV, ... le seront aussi. Or on a 
identiquement 

— a(VrfU— U^V) = (U — aV)^U — U'/(U — aV); 

il en résulte que tout facteur double de U — a V est 
facteur de VrfU — Ur/V, car ce facteur appartient a la 

dérivée -r- (U — « V ). 



( '•^4 ) 

En résumé, le polynôme AV* -f- BVU -4- ••• jouit 
de cette propriété que ses facteurs doubles sont aussi 
facteurs doubles de U-p-aV,deU — ^V, de U—^yV ou 
de U — JV, puisque ces polynômes ne peuvent avoir 
de facteur commun, et, par suite, ses facteurs doubles 
divisent UrfV — VrfU. Si donc on suppose tous les fac- 
teurs de AV* 4- BV'U 4- . . . doubles, à l'exception de 
quatre d'entre eux, le polynôme T divisera 

\'aV -UrfV. 

Si alors on suppose que V et U soient de même degré p^ 

ou l'un de degré p et l'autre de degré p — i , A V* -4- . . . 

sera de degré ^p^ T' de degré 4p — 4 et T de degré 

2^—25 

VdV — WdV 

est évidemment de même degré, et, par suite, la for- 
mule (2) est satisfaite. 

On pourra donc effectuer la transformation d'une in- 
finité de manières, car on pourra d'une infinité de~ ma- 
nières déterminer les coefficients de U et V, de telle 
sorte que AV* -f- BVU ... ait tous ses facteurs doubles 
à l'exception de quatre d'entre eux, U et V étant de 
degrés différents de zéro ou de à. 

Le degré de la transformation est le degré de celui des 
polynômes U, V qui possède le degré le plus élevé. 

TRANSFORMATIOIÎ DU DEUXIÈME DEGRÉ. 

Nous n'avons pas à parler de la transformation du 
premier degré 5 on a vu que non-seulement elle réussis- 
sait toujours, mais encore qu'elle servait à la réduction 
à la forme canonique. 

Si Ton veut opérer la transformation du second degré, 
deux des facteurs V — «U, V — (3U, ... devront être 



/ri' 
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des carrés parfaits^ ou devra donc poser 

U — aV = [my -h m')% U — pV = («j h- «')^ 
On en conclut 

ou bien, en observant que - = x, 

.ir — a ( my -h w' )' 

On pourra ensuite déterminer m, m\ w, w' de manière 
à donner à la nouvelle intégrale la forme canonique, 
mais nous n'effectuerons pas le calcul en disant toute- 
fois qu'il existe deux solutions à la question. 

MÉTHODE D^ABEL. 

Supposons que Ton désire calculer toutes les valeurs 
de j^ rationnelles par rapport à x^ et telles que 



Si l'on pose 

P 

P et Q désignant des fonctions entières de degré /x, à 
chaque valeur Aej correspondront (Ji valeurs de j:, et si 
Ton désigne par Xx et ar» deux d'entre elles, on aura 



Si 1 on égale à dn les deux membres de la formule 
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précédcnle, on aura, si Ton veut, 

X, == snuy 

X, = sn(a±:a), 

a désignant une constante; on peut se borner à con- 
sidérer le signe -H, car sn(a — m) =r sn(2K -hu — a) 
et 2K — a est une constante. Ainsi, Tune des racines 

de Téquationy = - étant représentée par sn 11, les autres 

p 
seront de la forme sn(M + a). Si donc on pose ~ =3v};(x), 

on aura 

identiquement, et, comme on a aussi y = ^(sn<4 + a), 
il faut en conclure 

^(snu) =>|*(sna -+-«) =:>|*(sna -+- 2a). . . ; 
par suite, les racines de j^ = ^ (x) sont 



SDu, sn^/ + a, sn» + 2a, snii + 3a, ...; 

mais les racines de Téquation en question sont en 
nombre limité au plus égal à /x: il est facile d*en con- 
clure que les fi valeurs de x se décomposent en cycles 

snw, sn(a H-a), ..., sn\^a -+- /i — la), 
sna', sn(a'-f-a), ..., sïï{u' -h n — ia)> 
....•, 

n désignant un sous-multiple de jul. Si (i est un nombre 
premier, les cycles se réduiront à un seul. Mous exa- 
minerons eu particulier le cas où (x est un nombre pre- 
mier impair. Les solutions dey = ^{x) sont alors 

snw, sn(a-4-a), ..., sn [u -{- 11 — la); 
mais, sn(w +fJta) étant égal à sn w, il faut que p.« soit 
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une période 5 donc 

Maïs l'équatîon j^ = ^p(.r) est de la forme 

(Aj,— B^)j?>*4- ... -h Aa — Bo7 = o; 
on en déduit, pour le produit des racines^ 

A. — Bor 



XiJCi , m , Xu, IjlI i ç: > 

Ap — B^r 
et pour y une expression de la forme 

^' 4- hxiX^ • . . Xji 
On peut simplifier cette expression ; on a en eiTet 

Xi =i=sn(a-+-«^ — la), 

x^^i z=z %n\u -^ \t(x, — i — ia)=:sn(« — / — la), 

car /xa est une période, et, en faisant usage d^une for* 

mule connue, 

sn'a — sn'(/ — i)a 

''•^'^-'"" i-/{»sn^iisn'(/~i)a*' 
on a donc 



sn 

J!*! X^ • • • X^ — — 



w(sn'tt — sn'a)(sn-a — sn*2a). . . (sn'« — sn'^- a) 

(i — X-'sn/isnx) ... Il — X'^sn«sn^- a) 



Le produit Xi r,. . ,x^ est ainsi exprimé à Taide de la 
seule racine x^ --=-- snu. Alors/ prend la forme 

n' -4- <7 ^ ( .r , ) 



( ':'-8 ) 



TRAKSFORMATION DE LANDEK. 

Considérons un deini-cercle tracé sur 'AB=:2R 
comme diamètre : soient O son centre, P un point fixe 
pris sur AB, M un point variable de la circonférence, 
soient OP = a, MPO =:if, MAO = ©. Supposons que le 




^-^ 










B 



point M se déplace infiniment peu et posons MiVF 
nous aurons 

dx sinM'PM 



f/5. 



) 
Oi 



Mf sinPlvrM 



dsz=i 2Rr/y, MP=: v/U* -f-a'H-2«Rcos2v, M'PiM =^d^y 



, ir 



et MM'P est égal à - plus l'angle que OM fait avec MP 
ou PAIO; (1) devient alors 



{■^) 



2R^/q> 



d'^ 



yj R» + rt' 4- 2 fl R COS 2 (J> «*os PMO 



Si Ton observe alors que 



R 



a 



ou 



sii)\|/ sinPMO 

RsinPMO = flsin^, 
R' CCS' PMO = R» — /l'sin^J,, 



( ï^^9 ) 
la formule (a) deviendra 

2 do d"^ 



I 
ou bien 

o.dff d"^ 

ou enfin 

2 R r/^ «^rj; 

R -f- « 
Posons 



/ 4«R . I à^ 



et nous aurons 

, , » 2 R ^o ^J/ 

(4) . — 



R-H« ^i — /t^sin'y v^i — >t;sin»>ii 
Le triangle PMO donne d'ailleurs 

a sin ( 2 y — \|/ ) 

D ^*l ï • > 

R Sln^p 

d'où 

I — h y sinrp — sm(2ç — t|/) 

I -h A', sin r{» + sin ( 2 ^ — ^) 
ou bien 

(5) I — /•. _ tang(;^— y) ^ 

1 -f- X', tango ' 

d'ailleurs les équations (3) donnent 

(6) . .==^, 

et la formule (4) devient 

L. Fond, elllpt. i 



( «3o ) 
Voici ootnment on fera usage de ces formules : sup- 
posons que Ton veuille calculer 



X 



fi^ 



o ^i — k\ sin'^l* 

on calculera à Taide de (6) un nouveau module Ar, et a 
Taîde de la substitution (5) (que Ton n'aura pas besoin 
d^eiTectuer réellement si Ton n'a pas besoin de faire un 
calcul numérique), on convertira l'intégrale proposée 
en une autre de module h^ donné par la formule (6). Il 
est facile de prouver que Âr<^iî en répétant alors la 
substitution, on peut ainsi obtenir ce que Ton appelle 
une échelle de modules de plus en plus voisins de un ; 
on pourra donc développer l'intégrale suivant les puis- 
sances de I — A, et l'on aura une série très-convergente. 
Je dis, en eflfet, que A; <[ Ai : c'est ce que prouve la 

formule (6), car la moyenne arithmétique ^ de i 

et A"i est moindre que leur moyenne géométrique ^Âj^ : 
ainsi A <[ i j donc on finira par rendre A < i . Suppo- 
sons déjà Al <^ I, on a 

donc r!>V'^^^M ainsi Â^Ai, mais A<^i: 

1 — t— A'i 

donc, etc. 

On peut donc aussi se donner h et calculer h^ ; si alors 
h est moindre que l'unité, on aura A, < A, et l'on ob- 
tiendra des modules tendant vers zéro; quand h sera 
très-pelit, l'intégrale elliptique développée suivant les 
puissances de h sera rapidement convergente. 

Il est facile de voir que, si Ton pose 

h z= sinô, 
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on aura 

e 

Âi = tang»-, 

I 

tang(ip — <j>) =: COS0 tangf, 
ce qui simplifie le calcul logarithmique. 

SUR LES APPLICATIONS DES THÉORIES PRÉGÉDEJSTES. 

Nous avons vu que toute intégrale d'une fonction ra- 
tionnelle de X et d'un radical tel que 



^ax* -h bx^ -h cx^ -\- dx -f-e 



se ramenait à trois types simples ne renfermant plus 
que le radical 

sjk[\ -^tnx^)[\ -^m!x^). 

Ce radical, dans lequel A, m, m! peuvent être supposés 
réels, comme on l'a vu, si a, A, c, /i, e le sont eux- 
mêmes, peut se ramener au suivant : 

en faisant sortir Â de dessous le radical et en posant 

nix^ = — z^ et = A* : mais alors k n'est pas néces- 

m _ ^ 

sairemenl réel. Je me propose maintenant de montrer 
que Ton peut toujours supposer h réel et compris entre 
zéro et i, ce qui simplifiera évidemment la construction 
des Tables des fonctions elliptiques. 

D'abord, on peut toujours supposer Â = =b i en fai- 
sant sortir sa valeur absolue de dessous le radical; enfin, 

on peut supposer m = dz i, en posant Xyjni = «, si m 

est positif, et xs — m=z z^ û z est négatif. Ainsi nous 
pourrons toujours supposer /w = dt i et /«' = dz â:'. Cela 
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posé, on a vu et Ton vérifie Irès-facilemeiU que, en po- 



(i) Si 2 = sn.r, on a — = ^i^i ^z'][i— k^z^)^ 



(5) z — inx^ -^~ vT" -^^'llï-^^''*^' 



(6) ^=^i^. â—^'v/c-^^'K'-'^^')' 

(7) *=cnx, ^=_x-'0,-z')(i+|^3'), 

Dans ces formules, on peut constater que le radical est 
partout de la forme 



et que l'on y rencontre toutes les combinaisons possibles 
des signes avec toutes les valeurs réelles et positives de 
h\^ en supposant A*<C i, trois combinaisons exceptées, à 
savoir 



sJ-[i-\-z'][i^k\z-), sl±[i-hz')[i-k\z^Y, 

mais la première est impossible si le radical doit être 
réel, et les deux autres rentrent dans les formes (7) et 
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(8) par le cbangeinenl de --, z en z ou de — z en z. Nous 

n a" 

iren parlerons donc pas. 

Il résulte de là que toutes les équations de la forme 

fiz , — - 

€LJu 

s'intégreront par les fonctions elliptiques, et que toute 
intégrale de la forme 

se ramènera à la forme 

où Ton aura 

Montrons sur un exemple la niarclie à suivre pour 
opérer celle réduction. Supposons qu'il s^agisse de l'in- 
tégrale 

__ r dz 

en posant k^ z = 1^^ on aura 




(«-^l(l-^^ç^) 



On posera [^voir formule (7)] 



X? I — X 



2 



» 



d'où 



^'=rr7î<'' 



{ i34 ) 

et l'on aura 



(") 






On en conclut que X^ est égal à en ( 7" " "*" const. ) , et 

par suite que 

Vi — C* = 8n( 7"*"^ const. j . 

Si donc on pose 

z sera le sinus amplitude d'un multiple de u, et Tinte- 
grale u sera ramenée à la forme voulue 

__£ r dz 

La méthode de réduction que nous venons d'indiquer 
a, sur celles que Ton enseigne, l'avantage d'être purement 
analytique; elle se retrouve facilement; si l'on n'indique 
pas la marche qui conduit aux substitutions à effectuer, 
on peut hésiter longtemps avant de les retrouver. D'ail- 
leurS) notre méthode a l'avantage de donner immédiate- 
ment z exprimé en fonction de u au moyen des fonctions 
sn, en, dn. - 

Voici d'ailleurs les substitutions à effectuer dans les 
différents cas pour réduire l'intégrale 

k la forme 

ff[zySlïi-z^][i-kH^]\dz ou /?<i, 
d'après MM. Briot et Bouquet, i" édition, p. 194. 
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i*^ A positif, m = — A', m! = — A", h ^ h\ on pose 



z 



2° A positif, m = -^ A*, m' = /i", 

3*» A positif, m = /i% m'= //% /i > h\ 

hx ■=. — rrrr • 

4® A négatif, m = — /i', m' = A'*, 

hx-=. • 

5° A négatif, w == — A% m' = — A'% A > A', 



Quand on a ramené le radical à la forme voulue, il 
reste encore à calculer les quantités que Ton a désignées 
par K et K' et dont dépendent les périodes. A cet efiet, 



K' 



on calcule d'abord la quantité <7 = e ^ ; on part pour 
cela de la formule 

dnxzzz i/k -T-T • 
® (^) 
Si Ton fait j: = o, on a 

/7J^ ®(^) ■— ' •~ ^y ~^ ?.7<— '2<7» — . . 
0, (o) l-f- 2 y H- 2 ry* 4- 2 </*♦ 4- . . 

On pourra résoudre cette équation par la méthode du 
retour des suites. Quand on connaît^, K se calcule fa- 
cilement, et, en eifet, on a 

sn a: ï H (.r) 



* • «•« ••• 

• • •• • 
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et, pour jr = o, 

v^x- «H 

En faisant, dans l'expression de sn:r, x = K, snx de- 
vient égal à I , et l'on a 

J_ H(K) _ 

donc 

mo)e(K) 

H(K)e(o)' 

Remplaçons H'{o) = lira pour x = o, 0(K), H(K) 

et 0(o) par leurs développements en produits, nous 
aurons 

2K_ (i — q^YJi — q*)'-' (I-4-y)^(I-4■y»)^.. 

ou 

^_{^-r){^-r)'- (i -h ç) (1-4-7»)... 



/21C 



C'est précisément la valeur de @i(o)» 
On a donc finalement 

4/ =0,(0) =14-2^ H- 2y*H-27* -H. . ., 

d'où l'on conclut K. 

Mais il est clair que Ton pourra aussi calculer K et K' 
par les formules 
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en les développant en série. Si h est voisin de Tanité, K 
sera donné par une série peu convergente; mais K' sera 
alors donné par une série très- convergente. Pour aug- 
menter la convergence des séries, on pourra employer 
la transformation de Landen. 

Le développement en série de K, par exemple, se fera 
comme il suit : 



[[i-x')[i-k^x^)r' 



I I . x^ 1.3 X*jr* 

H- - X» r H 7 -f- . . . , 



X 



^ l J7' 2 ^1 X^ 2 • 4 V^ 1 X^ 

dx 



=^ha)'-(^)'-(^^)'--]- 

• REMARQUE. 

Les formules (i), (2), . . ., (8) du paragraphe précé- 
dent conduisent à des formules curieuses que Ton peut 
rapprocher des formules élémentaires 

COSJ; = ) sma: =r — ■■ 7= * • 

Considérons, par exemple, la formule (5) \ on en tire 

x=zf\J[i + z») (i — A'-'z^]dz, 

Or jz, étant la tangente amplitude de or, s'annule avec x : 
on doit donc prendre pour limite inférieure de l'inté- 
grale zéro*, mais alors on a 

\/ — iz=z sn(X-', x^ — i), 
ou bien 

tn(^,.r) = ■ L sn(X^, x^ — I ), 






* 



é ^ - 
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OU encore 



yi — sn*(^,x) y — I 

Il est clair que Ton pourrait obtenir ainsi une infinité 
de formules du même genre, mais qui seront plus cu- 
rieuses qu'utiles. 

RÉSUMÉ DES PAinCIPALES FORMULES ELLIPTIQUES. 

K' 

e (*) = I — ^q cos -:^ -+- 2^* ces — 27* COS 



Bi [x)=:l-h 29 COS -- -h 27* COS -r^^ h 27' COS 



K 



K 



K 

Sitx 

"k" 



• • •» 



TT / \ I . trx { . 3irx 

H [.r] = 27* sin — -r — 20* sm 
^ ' ^ 2K ^ 



-V^ . 57rx 



2K ' 2K 



H|(.r) = 27* COS —^ -f- 27 cos-^;;^^ -+- 27 * COS 



irx 
2K 



«Yrx 



2K '" '" 2R 

e [x) = cl i --' 2g COS— -^ qA ( I — 27'cos— -hç^l . . . , 

0, (x) = C ( I -<- 27 COS -^ -h y' j f H- 27» COS --^ 4- 7* j . . . , 

,* / ^ i: ' ^^ f , 7r.r \ / ^ tt-t? \ 

H (.r) = 2C7* sin -:=• Il — 27' cos -ir- -^ q ) ( ^ — ^-^ co* "^ + 7 ) • 

« / \ T ^■^'^ / . ^^ A / . 'f-^ .\ 

H,(x) =r 2C7* C^*~|7' l I -H 27'COS— 4- 7M I 14- 27* cos— +7"). 

(— *) = (x), 0, (— .r) == 0, (x), 

H(— x) =— H(a:), H,(— x) ==; H,(x), 



• 1 



(x -4- K) = 0, [x 

®i[x'hK)= [x 
fl(x-t-K)= H,(x 
H,(x-f-K)=-^H(r 



, e(x — K)= 0,(x), 

, 0,(x — K)=: (x), 

, H(.r-~K) = ~HtW, 

, H.(x-^K)= H M, 






Si Ton fait 
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(x ■+- 2K) — (j:), 
0, (*-4-2K)= 0, (a:), 
H(x-f-2K)=:~H(x), 



_-4îG,.K.V=T)^^ et .-'-Î^^"-'"^=^'=B, 



on a 



(.r-f- 2K'v''^) = — A0 (x), (jr + K'\/^) = \/^BH(x), 

01 (x -h 2K' v^^) = A0, (x), 0, (x 4- K' v/^T) = BH» (x), 

H (x -+- 2K'\/^) =: — AH (*), H (x -+. KV^) = v/^B0(x) , 
H|(x -h 2K' v^^) = AH,(x), H,(x + K' v/^) = B0,(x) . 
(a:) s'annule pour x = 2 /K + ( 2y -f- 1 ) K'V — > i 



0,(a?) » a:'=(2i-f l)K-t-(2y-f-l)K'V— I, 

H (x) . X = 2iK 4- 27K' v^^, 

H,(x) ^ x = (2i-f-i)K-f-2yK'V~. 

Jo \/i — x^){i — k^x^)^ Jo v^(i — x»)(i — ^''^x')' 

I H(x) /^H,(x) /T7®'W 

snx s'annule pour x==o et 2K9 
cnx" » x^K, — K, 

dnx » x^rtK H-K'v/--^> 



Périodes de snx = 4^» sK'y— i, 

» cnx=4^> 2KV— ï-^-^K, 

» dnx=r2K, 2K'y^ — I. 



Infinis des trois fonctions ^ K' ^ — i , 2 K H- K' ^Z — i 
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snacnb ûnbzLsnb cna dna 



, , ., cna cnb ^zsna snb dna ânb 

en (a±:b]=:: ^ ; , ' 

^ ' I — A'^sn^a sn'o 

, , ... dna f\nb ^z A'^fina snbcnacnb 

dn rt zfc 6) = -^—— — ; TT 9 



X 






. 



C =z O ' 7 » 

7 — 47*4-97^-".. . 

^"^"^ A'^énacna dnasn^x , , , 
. f/jp ^^ n ( j. a] 

I — A'sn^asn^x ^ ' 



e'ia) I, e[x — a) 
%[a) 1 ^ X -h «j 



PREMIÈRES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. FORMULES 

FONDAMENTALES. 

Dans les applications du Calcul intégral, les fonctions 
trigonométriques se présentent sous leurs formes in'* 
verses quand on ne les introduit pas directement dans le 
calcul sous leur forme normale. Il faudra donc nous at- 
tendre à rencontrer par analogie les intégrales ellip- 
tiques avant les fonctions directes : aussi allons-nous re- 
venir un instant sur ces fonctions inverses. 

Nous avons posé 

et de là nous tirons 

sinyi=snF, y = amF, 



( «4a ) 

Nous poserons encore, avec Legendre, 

(2) f dff s/i — ^Hïïï^f = E[ff) = E ((p, k). 

La fonction (i) est Tintégrale de première espèce, Tin* 
tégrale E(f ) est Tintégrale de seconde espèce de Le- 
gendre : elle diflère de celle de Jacobi. On a 

c/o yi — X'sm^f «/o yi — A'sin'f 
La seconde intégrale est celle de Jacobi, qui se réduit 

8u}xdx quand on fait sinoj = sinamx; 

o 

nous la désignerons par J (f ), de sorteque J (amx) = Z(j:) ; 
nous aurons alors 

(3) EW = F(ç)-J(,), J(ç)=F(ç) -£(?). 

La fonction elliptique de seconde espèce E((]p) repré- 
sente un arc d'ellipse dont les coordonnées seraient 

(f est alors le complément de l'anomalie excentrique, et 
l'on trouve 



(is 






et^ par suite, en prenant a pour unité, et en faisant 

1— i*=A% 

ds =:dff 1^1 — X* sin'<|» ; 
on a donc 

ce qu'il fallait prouver. 



( i43 ) 
Si, pour évaluer l'arc d'hyperbole, on posait 

OQ trouverait 



Par une suite de transformations, on (inirait par ra- 
mener cette expression aux fonctions elliptiques, mais il 
est plus simple de suivre une autre voie pour évaluer 
Tare d'hyperbole; nous prendrons l'équation de cette 
courbe sous la forme 

ou 



Si l'on forme l'élément d'arc ds = >^dx^ H- dy*^ on 
trouve 

I a} H ^ — x} I dx 



ds r=z 



I / d^ -\- b"^ \ 



ce que l'on peut écrire, en posant d'abord - = jr'. 



2 

ds z= = 



1 1 H — x^A a dx' 



après quoi, conformément aux règles que nous avons 
données pour la réduction des fonctions elliptiques, nous 
poserons 



■v/ 



a^ -f- />» , x" 

. x' r- 



^' V^I -- x"-' 



r 1 



( M4 ) 

nous aurons alors 



as=z — - 



Posons 

et nous aurons 

Vi — A^sin'ip cos'f 
Nous poserons 



jfi\ 



(4) r(?) 



_ n^l—i' df 



= i 



c^s"? v^i — X-^sin^y ' 



l'arc d'hyperbole sera donc représenté par aT(ç) et sim- 
plement parT(cj)), quand a sera Tunité. La suite des 
transformations que nous venons d'effectuer revient à 
faire 



v/ 



I ,_sin(p 
X — 



I — /^ cosy 

x =z ax' z=z a^i — k^ tangf , 

ak kIi — ^^sin*® 

r-= , ^* 

y/, _ /2 COS(p 



COMPARAISON DES AaCS d'eLLIPSE ET d'hYPERBOLE. 



Nous continuerons dans ce paragraphe le numérotage 
de formules employé dans le précédent et nous prou- 
verons d'abord que la fonction T se ramène à E et à F 
(il est bon de remarquer queT est un cas particulier de 
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Tinlégrale de troisième espèce) ; on a 

Jo cos* y V I — X* sin'ç 
Si l'on observe alors que 

/itangf y^i — A'sin'yirr a^l • ) 

Vcos'çv^ V si J 

Lcos'(pV V V J 

on aura, en intégrant el en ayant égard à (i), (2), (3), 



(5) tangçV» — ^'sïn> ^'^l?) "^ l'^*'— O^l?) — E((p): 

la fonction T((]?) se ramène donc à F(9) el à E(y). 

Maïs on peut aller plus loin, et exprimer T(^) au 
moyen de deux fonctions E d'amplitude et de modules 
différents. Ce théorème sera démontré si Ton prouve 
que F (y) peut être évalué en fonction de deux fonc* 
lions E^ ce théorème célèbre, en vertu duquel un arc 
d'hyperbole peut être mesuré par deux arcs d'ellipse, est 
du à Landen et porte son nom. 

Or la transformation de Landen permet d'écrire 

et la relation qui en résulte pour les angles ^ et f 1 peut 
s'écrire 

(7) sin^ç, =r -(14- ksxïi^f — cosç^i — /-siii»iï>); 

d'ailleurs, 

14-/-, 
L. Fonct. ettipt. îo 
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Si nous multiplions membn^ n membre (6) et (7), nous 
aurons 

ou, en vertu de (3), 

m 

^[F(*.,T.)-E(X-„ç.)] 
mais la formule (6) donne 

en remplaçant alors F(A'i,ipi) par cette valeur, on a 

F(X-,f)=-=L=[E(^,y)-(i -f-X-)E(/-.,(p.)-4-X-sin^], 

ce qui démontre le théorème énoncé. 



SDH l'audition des IMTÉGllALES UE PaEMIÈaE ESPÈCE. 

Les questions traitées cî-dessus^ quoique se rattachant 
à la théorie des fonctions elliptiques, pourraient se 
traiter sans avoir aucune notion de ces fonctions; il était 
bon de les signaler, parce qu'elles ont fait naître des re- 
cherches ultérieures et ont été le point de départ de la 
théorie: on saitqu'Euler avait deviné Tintégrale algébri- 
que de Téquation d*où dépend le théorème de Taddition 
des fonctions snx, cno:, dn.r. Il convientjde faire con- 
naître ici une méthode géométrique due à Lagrangé, qui 
a dû contribuer pour sa part à faciliter les premières 
recherches. 



( i47 ) 

Soient (j>, (|/, jut les côtés d'un triangle spfaérique et C 
Tangle opposé à fx; posons 

sin^C ,, ^ , I ; 

-; = A', COSC =r HT V I — K^ Sin^rx . 

sinY 

Supposons actuellement que Ton fasse varier a> et v{^ en 
laissant |x constant, ainsi que Tangle C, nous aurons 



(i) cosp = cos<pcos4'=t: siny sin-j'v^ I — A:*sin'ft; 

mais, le côté |x variant seulement de position, ses extré- 
mités décrivent sur les côtés ^ et (p des éléments Jxf et d^ 
dont les projections sur [n doivent être égales. Eu effet, 
soient Â A' et 66' les positions voisines du côté /:x, si du 
point O où se croisent ces positions, comme pôle, on décrit 
les arcs 6C, A'C, comme 06 = OC, A'O == CO, il faut 
bien que AC = 6'C'. Or 

AC :=^ycos{y, f*), B'C' = £/iJ*cos(iI/,p): 
donc 

d(f COS{y, fit) =: d-^ COS(t|/, fi), 

ou 

</<p^i — sin''(<p, fAJzrrcfiI^v^i — 8m'(ip, fAJ; 
mais 

sin(«p, |x) sinC 

sin -i|^ sin fx 

donc 

sin ( ^, fA ) = A' sin i{/ . 

La formule précédente donne alors 



(2) dffsji — k^ûn^-^ =i±d'^^i — X^'sin^y. 

La formule (i) est donc l'intégrale de celle-ci, jxy est 
constant; si Ton fait alors tp = o, on a /:ji=:f. Si Ton 
écrit (2) ainsi 

(3) -^^= + — ^L== = o, 
^i — A' sin*' y yi — /-'sin^y 

10. 
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ou 

(4) f(t) + f(4) = f(,«), 

F(ji) désignant la constante, fi se réduira à f pourij^ = o, 

et (i) sera équivalente à la relation transcendante (4); 

la formule (i) devant avoir lieu pour ;jt = o eiç = — ij;, 

il faudra alors prendre le signe — devant le radical. Que 

Ton fasse cp = aina, ^=: am&f/ui = am(a-H &)i on aura 

alors 

en (a H- b) = cnacnb — SDasnbdn{a -\- b). 

Cette équation, combinée avec les suivantes : 



cna = y/i — sn'fl» 
dna = ^i — /'sn'fl , 

fera connaître cn(a-f-i), dn(a-f- ft) et sn(a47-i) : on 
retrouve ainsi les formules fondamentales de l'addition 
des fonctions elliptiques. On peut retrouver ces formules 
en cherchant les lignes de courbure des surfaces du se- 
cond ordre : c'est ce que nous allons voir. 



LIGNES DE COURBURE DE L^HYPERBOLOÏDE. 

On peut considérer les lignes de courbure de l'hyper- 
boloïde gauche comme les lignes bissectrices des géné- 
ratrices. Or les génératrices ont pour équations 



X z 

- -=2 - cos 
a c 



«pH-sincp, -::rr-sin>L — COSip, 
^ a c 



•7 == - sin 9 — co8«, T =^ - cos>I; 4- sin>Ii. 
PC ^ b c 

Les paramètres f et ({/ servent à caractériser une généra- 
trice; en les prenant pour variables, les équations diffé- 
rentielles des lignes de courbure prennent la forme 
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équations dans lesquelles on a 



\d(p/ \dy; \dffj 

fdz 



en efiectuaDt les calculs, on a 



ds» 



OU 



bien 



^i — sin'\|;^«p = ± ^i — sm^tfd'^y 
dff _^_ di^f 



-4" 



y^i — sin'ç ^i — sin='^[* 



i=o, 



d'où l'on conclut Téquation des lignes de courbure sous 
forme finie. Il est assez curieux que l'on puisse ramener 
ainsi aux fonctions elliptiques la solution d'un problème 
résolu par une tout autre voie. 



THÉORÈME DE PONCELET. 



Voici encore une interprétation très-curieuse du théo- 
rème qui vient de nous occuper : considérons deux 
cercles intérieurs l'un à l'autre 5 soient R et r leurs 




rayons et PQ, PQ' deux tangentes infiniment voisines 
menées au cercle de rayon r; soit 00' la ligne des centres 

arcAP=-2^R, arc AQ = 2^j/R. 



( «So ) 

On aura 

PF _ dff 

mais les triangles semblables PP'M, QQ'M donnent 

PFMP MP 
QQ' ■" MQ' ■" MQ " 
ainsi 

dff _ MP 

or, à la limite, le point M vient sur le cercle r au point 
de contact de PQ, et Ton a 

MP'= ÔT* — r» = R2 -h a» — r' -f- iKa cos2f , 

on a donc 

— r* H- 2<fRcos!2(p 



rfip "" V R2 -f. «2 — 



r* 4- 2ûRcos24» 



(R + fl)^ — r'—iaKsm^^ 
Si Ton fait 

on a Téquation connue 

/ ^ ^y ^ ^ o, 

d^où Ton peut conclure une construction géométrique 
de son intégrale. Mais on peut en déduire un résultat 
nouveau. 

L'équation précédente devient, en intégrant. 



(2) 



Jf*? df pi d<f 

Je T^^^i 



sin^^fA 
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et (X est la valeur de ^ pour ç = o. On voit que fx ne dé- 
pend ni de(p ni de ^] si donc, à partir du point cp, on 
mène une seconde tangente QR au cercle intérieur,*et 




si Ton pose AR. = 2;^, on aura encore, en posant 

i— /{'sin*(j>==: *, 1 — X'sin^^/niH', ..., i— /'siiiY — M, 



(3) 



Jl^tf, (i^ ^-^ d'/(^ çfi. d^ 



en menant par R une nouvelle tangente RS, on aurait 
entre l'arc 20 = AS et l'arc 2;^ une relation analogue: 

les intégrales / -^ J -n > . . . forment donc une pro- 

Jo V^^ Jo V^ 

Supposons que le polygone PQRST soit fermé et que 
le point T coïncide avec A, le dernier des arcscf, ip, ;^, ... 
sera de la forme cp -f- 2 /itt. En ajoutant alors les formules, 
telles que (2) et (3), on a 



J(*9 dfa /•p H- n-R (I9 nn- du. 

\/* L \/* Jo VM 



ou bien 



/•J? H- «/T c?y __ C^ ^V- 

J v^i— ^'sin> X Vi— /'sin'V' 



( '5a) 
donc le premier membre de celte formule ne dépend pas 
de f ; donc : 

S^il existe un polygone de m côtés inscrit dans un 
cercle et circonscrit à un autre, il existera une infinité 
de polygones de m côtés jouissant de la même propriété , 

Ce théorème est évidemment projectif et s'applique 
aux coniques : il a été découvert par Poncelet : la dé- 
monstration précédente est de Jacobi. 

ADDITION DES ARCS d'eLLIPSB. — THÉOEÈME DE FAGNAlfO. 



Nous avons posé 



X 



Nous aurons alors 



o «/o 



— / h^sn^df 



ou 



/ A'sn'{x-hx)dx=:Z(x^y)--Z{y), 
Jo 

Jr*x 
P sn' [x — j) dx = Z (x—jr) 4- Z (j). 
o 

Retranchons ces formules l'une de Fautre, en ayant 
égard aux relations 

/ X , , 2snj: enr dny 

sn (ar -f- r ) 4- SD [x — r) = ; — j 

/ . , , 2snr cnx dn^ 

sn Lr-Hr) — sn(jc — r =2 ; 
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nous aurons 

4^* sdj: sn/ cnar en/ dnac dny 



X 



dx 



(i — X' sn*x sn*/)2 

Le premier membre est une dérivée exacte, si Ton ob- 
serve que 2 sno: cno: dno: est la dérivée de sn'o:, et 
Ton a 

2 sn'j? sn r cnr dnr „. . „, . „, , 

Si Ton pose alors 

f=:anix, 4' = ani7, fA = ara (x -+-/), vr=am(a: — j), 
et si Ton observe que Zu devient J (amu), et que . 

la formule précédente devient 

2sin'f sin\p cos>|* ^i — A* sin^rp 
I — k^ sin'y sin'ç 

= F{p) — 2F(>p) — F(v)-"E(fx)+2E(>j*)-i-E(v); 

et commeF(fx) = F(cf) -f-F(i|^), 



2sin> sin^|; cos^|; v^ I — X-»sin*iL ^, , ^,, ^,,. 
1 ^,^7, . ,, ^ = - E f* -f- E V H- 2E ^^ , 

si Ton échange f et i}/, jx ne change pas, v.se change en — v 
elle second membre devient — E(fx) — E(v) -h 2E(çp). 
En ajoutant alors à cette formule celle que Ton obtient 
en changeant ç en ^, et uice versa, on |rouve [eu égard 
à la formule qui fait connaître sn ( a: -hj)^)] 



E(ç) -4- E(^p) — - E(p) = k* sin^ sin\|; sinjut. 



w 



On obtient le théorème de Fagnano en posant j/ = -; 



2 
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alors E(ji) est le quart d'ellipse; nous le désignerons 
par E et nous aurons 

(i) F(f)4-E(4^) — E=:^'5in^»sint^. 

Entre les angles f , 4*? 1^9 ^^ ^ '^ relation 



cosf* = cosç ces 4» — sinç sinij; y^ i — X' sin '/ul. 
Si alors on fait ft = -> on a 



o = cosy cos^I* — siny sin^p ^ i — A' 

ou 

i 
(a) langy tang^p = ou b tangf tang^ == i. 

V I — k^ 

La formule (i) montre que, si les arcs d'ellipse E(^) et 
E — E('l^) sont tels qu'ils correspondent à des anoma- 
lies 9 , 4* satisfaisant à la formule (â), leur différence est 
rectifiable. Les équations de Tellipse sont 



X = sin^ 9 y^^\Ji — f<* cosy = b cosf . 

Si Ton cherche la distance / du point cp de Tellipse à la 
perpendiculaire menée de Torigine sur la tangente, on 

trouve 

/-nang«p 

^[b^Un^^ -h i) (i -f- tang'y) 

En chassant les dénominateurs, on trouve une équation 
du quatrième degré en tangf , à savoir 

b^ lang*(j. -h tang*(j> ( i -h />' — ~ J 4- i = o • 

Soient cp et ^ les deux solutions de cette équation, on en 

déduit 

b tangy tang \|; = i. 

L'identité de cette formule avec (2) montre de quelle 
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façon doivent être construits les angles <f et ^. On voit 
que les arcs E(cp) et E — E(^) auront une différence 
rectifiable, s'ils sont choisis de telle sorte que les nor- 
males menées par leurs extrémités soient à des distances 
égales du centre de Tellipse. 



SUR LES ARCS DE LEMNISCÀTE. 

La lemnîscate est, comme Ton sait, une courbe telle 
que le produit de ses rayons vecteurs issus de deux points 
fixes est constant. Son équation en .coordonnées po- 
laires est, en prenant pour axe polaire la droite qui joint 
les points fixes et pour origine le milieu de cette droite, 

r* — ?. aV cosiB -f- a* z= b*, 

na désignant la distance des points fixes et b une con- 
stante. 

M. Serret, dans un Mémoire inséré au tome YlIIdu 
Journal de M, Liouv^ille, a montré que toute fonction 
elliptique de première espèce pouvait être représentée 
par deux arcs de lemniscate. Voici son analyse : 

Soit - <[ I , la courbe se compose de deux branches 

distinctes. On pose ~ = sin2^. Soient s\ et a\ les deux 

arcs de lemniscate, dont les extrémités ont pour angles 
polaires B^ et 0i , on a 



• " I ' V COS2Ô -4- S/<'OS^2 — C0S'2nL 



h' r 



9 V^ cos^aô — COS^2^|; 



b^ Z*^» VCOS2Ô — >/ 005*20 — COS^2J; .^ 






^ V COS'2Ô — COS^2iJ^ 
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On déduit de là, en ajoutant et en retranchant, 



dQ 



5;-4-(j; = ^r- / .,= 

" •/g VCOS29 -h C0S2>p 

Si l'on pose, dans la première formule, 

siD9 = siD4i siiif , 
dans la seconde, 

sind=:cosTp sinf , 
on a 

5;-h(7:=:~[F(sin4;,^,)-F(sinJ,,yJ] 

^; — ai = -^ [F (cos>t.,ç.) - F (cps>t.,7j]. 

On voit que Jes modules de s\ -h o\ et de s\ — q\ sont 
complémentaires. 

Un calcul un peu différent conduit aux mêmes con- 

clusions quand on suppose - ]> 1 5 mais alors ce sont les 

arcs correspondant à des rayons vecteurs perpendicu- 
laires qu'il faut désigner par ^i, ai- 

La lemniscate de BemouUi est la plus célèbre \ elle a 
pour équation 

L'arc de cette courbe est donné par la formule 

, ' a \l~idB 
ds r:= - • 

y^COS2d 

Si l'on pose 

sin = — sin y, 

V2 
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on a 



ds = a 



V-ï 



iX 



I sin*^© 

2 



On en conclut, en comptant convenablement Tare, 



«F(i„) 



S 

ou bien 

5r=« F j -9 arc sîn (\/2sin0) 1 
On trouve aussi 

la^dr 






AIRES DE QUELQ17ES COURBES. 

La quadrature d'une courbe du troisième degré ne dé- 
pend absolument que des fonctions elliptiques*, pour nous 
en convaincre, plaçons Torigine sur la courbe: Téquation 
de la courbe sera de la forme 

Ti9 ?t9 ?8 désignant des polynômes homogènes de degrés 
I, 2, 3. On peut l'écrire 

et, en posant 
on a 

On en tire 
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en appelant alors R la racine d'un polynôme du qua- 
trième degré, on voit que x est de la forme/(e,R), oxxf 

désigne une fonction rationnelle ; — et y = tx seront 

de la même forme, et par suite l'intégrale 



Jyds^J/^dt 



ne dépendra que des fonctions elliptiques. 

Lorsqu'une courbe du quatrième degré a deux points 
doubles, on peut aussi exprimer son aire au moyen des 
fonctions elliptiques. En effet, au moyen d'une transfor- 
mation homographique, on peut transporter les deux 
points doubles à Tinfini : soit 

l'équation de la courbe ainsi transformée -, on peut sup- 
poser que z = o, jr=o et z = o,y = o soient les 
coordonnées des points doubles. Quand on fera 



2 nr o, X = o 



dans les formules 



do? ' d/ ' dz 



elles devront être satisfaites*, les dérivées des termes du 
quatrième degré en x et / devront donc s'annuler pour 
x = o, ce qui exige que le terme en y* et le terme en xj^' 

soient nuls; la dérivée -p étant nulle pour a: = o, il faut 

que le terme en x^ soit nul également^ on verrait de même 
que les termes a:' ^, et j:* ainsi que j^*, disparaissent. 
L'équation de la courbe prend donc la forme 

H- D.7;' H- Exy 4- Fjr' 4- Gx -+- H/ -4- K = o, 



( i59) 
el, si Ipn résout cette équation par rapport à y, on 
trouve pour cette fonction une expression rationnelle par 
rapport à x et par rapport à un radical recouvrant un 
polynôme du quatri-ème degré. 

SUR LES COURBES DE DEGRÉ m QUI OWT- (m l) ('W '-*) 

POINTS DOUBLES. 

On sait que - (m — i) (m — a) est le nombre maxi- 

mum de points doubles que puisse posséder une courbe 
d'ordre m. 

Une courbe (V ordre m qui possède - (m — i) (m — 2) 

points doubles est quarrable par les fonctions algé^ 
briques et logarithmiques [y ^compris les Jonctions cir» 
eu I aire s in v^ei ses). 

Il suffit de prouver que Vx et Vy de cette courbe sont 
fonctions rationnelles d'un même paramètre X^ pour y 

parvenir par les - (m — i) (m — 1) points doubles D de 

la courbe 

(i) f('^>x)=o, 

d'ordre m, faisons passer une courbe d'ordre m — 2. Cette 
courbe est déterminée quand on l'assujettit à passer par 

- [m — 2).(m-hi) points ; or , elle passe déjà par 

- (m — I ) (m — 2) points D : on peut donc l'assujettir 

2 

encore à 

-{m — 2) (/w-f- i) [m — i)('w — 2) = /» — 2 

2 2 

conditions. Nous l'assujettirons à rencontrer la courbe 
(i) en m — 3 points fixes que nous appellerons A 5 elle 
contiendra alors dans son équation un paramètre arbi- 
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traire 1, et cette équation sera 

(a) ?{*,r)-f-^4'(^,r) = o- 

Mais cette courbe (2) coupe (i) en m (m — 2) points; sur 
ces m (m — a) points, les points D comptent pour deux 
et équivalent à (m — i) (t^ — a) points d* intersection ; 
si l'on y ajoute les m — i points A, on voit que 

(m — i) [m — 2) -{- m — 3 = m' — 2m — i 

points d'intersection des courbes (i) et (2) sont fixes et 
connus; il n'en reste plus que 

m [m — 2) — (/w' — 2m — i) = i 

qui soient variables. Si Ton forme alors la résultante des 
équations (i) et (2), toutes les racines x de celte résul- 
tante seront connues et indépendantes de X, à l'exception 
d'une seule que Ton obtiendra par suite à Faide d'une 
simple division et qui sera rationnelle en X, Ainsi x et y 
s'exprimeront rationnellement en fonction de X. 

G. Q. F. D. 

Réciproquement, on peut prouver que, si x el y sont 

des fonctions rationnelles de X de la forme ^-rA ? tttt» 
^ ^ ^ ^I;(X) +(X) 

cp, ;f, ^ étant de dégrés m au plus y x et y seront les coor- 

données d'aune courbe d'ordre m ayant -[m — 1) 

(m — 2) points doubles. 
Posons, en effet, 

^ ' ?(>.(») z(>-.i*) *(>.(*) 

z étant introduit ici pour l'homogénéité ainsi que f^ 
(nous supposerons ultérieurement ^=1, |:jt = i). La 
courbe représentée par les équations (i) coupera la droite 

(2) ax-^by + cz=:o 
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en m points, car lesX d'intersection seront donnés par 
la formule du degré m 

X aura m valeurs et par suite x eiy auront m valeurs 
simultanées. 

Comptons maintenantles points d'inflexion ; ces points 
satisfont à Téquation (2) et aux suivantes : 



(3) 

(4) 



f\jr _ dr àz 

iW clA dX 



d'jT 



a 



d'r 



i\H 



dA^ 



^-+-^:ïTT + ^-Ki = ^' 



dX 



dX» 



or, en vertu du théorème des fonctions homogènes, ( 2) et 
(3) peuvent s'écrire 



I') v^. 



ri* 



ci*r 



ixy 



dXd 



a 



d».r\ 






u- 



' dpV 



. =0, 



o; 



(6) a[x—-^r~^-^.... 

la résultante des formules (4)^(5), (6) donnera les Xdes 
points d'intlexion. Or (5) et (6) se simplifient et peu- 



vent s'écrire 



d' 



X 



a 



dij? 



dfA» 



d'2 



/? 



, dV d'z 

o TT-^ -h c -.T-r- = o , 



dXdfx. dXd^ dXdp. 

et la résultante cherchée prend la forme 

d'.r 



dX' 
d»x 



dx^ 

d^r 



L. Fonct, ellipt. 



dXd^ dXdpi 
d^.r d' r 
d^ 



d'z 
d7' 
d»z 
dXdtx 
d»z 
d^ 



o. 



lE 
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Celte équation est manifestement du degré 3 (m — a); 
ainsi la courbe considérée possède 3 (m — 2) points d'in- 
flexion. Or une coiifbe d'ordre m possède normalement 
3/n ( m — 2 ) pointsf d'inflexion ; celle que nous considé- 
rons en a donc perdu 

Zm[m — 2) — Z[m — iL]-=zZ[m — i){/n — 2). 

Or on sait que les points d'inflexion ne disparaissent 
que parce qu'ils se trouvent remplacés pardes points sin- 
guliers. Cliaque point double faisant disparaître six 

• ^ j»' £1 • 1 3(/?i — ïjf'w — 2) 

points d intlexion, on en conclut que ^ '^ — ' 

ou - (m — 1 ) [m — 2) points doubles se sont attachés à 

la courbe. c. q. f. d. 

Il faut bien remarquer que dans notre raisonnement 
nous avons tenu compte des points situés à l'infini, ce 
qui résulte de l'emploi des coordonnées homogènes. En 
second lieu, nous n'avons, en fait de points singuliers, 
considéré que des points doubles, mais il est clair que nos 
énoncés devront être corrigés si les points singuliers, au 
lieu d'être des points doubles, devenaient points triples 
ou seulement points de rebroussemenl. 

Les théorèmes précédents sont dus à M. Clebsch qui 
les a établis, mais moins simplement, dans le Journal 
do Crelle (t. 64, p. 43). 

SUR LES COURBES d'oRORE IH POSSÉDANT - TU (m 3) 

2 ^ ^ 

POINTS DOUBLES. 

Les courbes d^ ordre m possédant - m (^m — 3) points 

doubles sont quar râbles par les fonctions elliptiques. 

Pour démontrer ce théorème, considérons une coûibe 

(0 /(^>r) = o, . 
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d'ordre m, possédant - m (m — 3) points doubles D \ ce 

nombre est égal à-(/n — ')(''* — 2) — i, c'est-à-dire au 

maximum du nombre des points doubles moins un. 
Pour déterminer une courbe d'ordre m — a, il faut 

- (m — 2 ) [in -H 1 ) conditions *, on pourra donc assujettir 

une courbe d'ordre m — 2 à passer par les - m ( m — 3) 
points D et par 

— (iw — 2)(/w-hi) m(m — 3) — i =z m — 2 

autres points de la courbe ( i ), que nous appellerons A. 
Cette courbe contiendra dans son équation un paramètre 
arbitraire X et pourra être représentée sous la forme 

(2) T(^nj) -+-^^'(^,r) = o;- 

mais cette courbe (2) coupe la courbe (i) d'abord en 
7w (/7i — 3) points confondus avec les points doubles D qui 
comptent pour deux, et en m — 2 points A, ce qui fait 
en tout m* — 2m — a points ; or les courbes ( i ) et ( 2 ) 
devant se couper en m [m — 2) points, il restera deux 
points que j'appellerai B sur la courbe ( i ) ^^ P^'' ^^^~ 
quels passera encore la courbe (2). Nous supposerons les 
points A fixes ; les points B dépendront alors de la valeur 
attribuée à X^ nous les déterminerons comme il suit : 
Par l'origine, imaginons une série de droites 

(3) jr=cix, 

passant par les intersections A^B, D des courbes ( i) et 
( 2) ; les coefficients angulaires a seront racines de l'équa- 
tion 

(4) (ri — «•'^i) (>'> — «-^j) (rs — a.ra). . t=z o ou R=:o, 

II. 
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dans laquelle (jP|,Xi), (jc,,y,), ... sont les solutions 
communes à ( i) et (12); on peut supposer que Xiyi et 
x^y^ sont les coordonnées des points B. Alors on voit: 
l'^que Téquation (4) est la résultante de (i),(2)et(3)! 
2^ que cette résultante est divisible par le facteur 

que nous représenterons par 

(5) Aa? -h 2B»-{- C=o ou R, = 0, 

c\ quMI sera facile de former. Ce facteur fera connaître les 
coefficients angulaires des droites allant de Forigine aux 
points B ^ 3^ la résultante R = o pouvant s^obtenir en 
éliminant j: entre 

/[x^ax] =: o et «j> (jr, a.r) -f- A\|/(j:,aj:) rr: o 

sera de degré //i par rapport à X^ mais comme, dans cette 
résultante^ x^^y^^ Xi^^ji^^ . . . sont indépendants de X, le 
facteur Aa* -f- aBa -4- C le contiendra seiil et par suite 
Téquation (5 ) sera du degré m en X. 
On tire de (5) 

(6) «^ ^ , 

en ne considérant que Tune des valeurs de a ; la valrur 
correspondante de x s'obtiendra par les considérations 
suivantes : soient a,y et i/y les coefficients de x'j^' dans cp 
et ^ et Cil = û// -h X biiy faisons varier a^^ b^^ a^^ bu de 
ma'nière à ne pas altérer la résultante Rj = o; les quan- 
tités X ne varieront pas, et l'on aura 

— - dCij + -r—- dCu — o , 
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celle dernière formule peul s'écrire 

el Ton en conclu l ^ 

de là plusieurs manières de se procurer x en fonclion 

ralionnelle de a el de X, par exemple au moyen de 

Téqualion 

dR, dR, 

tlCio dCvo 

Mainienanl revenons à la formule (6), pour étudier la 
quantité B' — -AC placée sous le radical et la décom- 
poser en fadeurs. Pour cela annulons-la ; l'équation 
Ri = o aura une racine double*, les droites allant de 
l'origine aux points B seront confondues, ce qui peut 
avoir lieu : i^ soit parce que les points D sont en ligne 
droite avec l'origine^ a" soit parce que les points B sont 
confondus. 

i" Supposons d'abord les points B en ligne droite avec 
l'origine^ x doit être indéterminé*, donc, dans les for- 
mules (7), les -r— ^ doivent être nuls. Or on a 

mais, l'équation (5) ayant une racine double, on a aussi 

dR, 

-p. = o ; 

lia 

or, quand on pose -p^ = oouAa-HB:r=o, oua=: — -' 

Ri se réduit à 

B3 -_ AC 
R,=:= : : 
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en égalant -r-^ à zéro, on a alors 



dX 



di 



I d(B» — AC) A ,^, ,^, 

donc enfin B' — AC 8*annule en même temps que sa dé- 
rivée pour les valeurs X pour lesquelles deux points B 
sont en ligne droite avec Torigine; B' — AC aura donc 
autant de facteurs doubles qu'il y aura de valeurs de X 
pour lesquelles les points B sont en ligne droite avec To* 
rigine, et Ton pourra écrire 



V^B» — AC = e(>)v^V. 

2^ Supposons maintenant les points B confondus, les 
valeurs de X pour lesquelles cette circonstance se présen- 
tera s^obttendront en exprimant que les courbes (i) et 
(2) se touchent : alors aux points de contact on aura 



ùx * \dx âa:J djr ' \df ày) àz * \c 



dî ^dzj' 



en égalant ces rapports a -9 en chassant les dénomina- 
teurs, puis en éliminant p et X, on trouve 
(8) J = o, 

J désignant le déterminant de^*, cp, ^. L'équation (8) est 
celle de la jacobienne des courbes /= o, ç == o, ({/ = o ; 
or on sait que (Salmon, Leçons d* jilgèbre supérieure , 
traduites par Bazin, p. ^2) si les courbes ^ = o, i{^ = o 
sont de même degré : i^ la jacobienne passe par les points 
communs aux trois courbes^ 2^ siy*=o a un point 
singulier en D, la jacobienne y a un point singulier avec 
les mêmes tangentes et par conséquent coupe y = o en 
six points confondus en D; 3° la jacobienne touche la 
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courbe /*aux points A et par conséquent y coupe f en 
deux points confondus. 

Or la jacobienne est de degré 

m — i4-2(/ii — 2) = 3/« — 7J 

ellecoupey=o en m(3/n — 7) points dont il faut dé- 
falquer ]es points D au nombre de 

6- m[m — 3) z=Zm[m — 3), 

et les points A au nombre de 2 (m — 2) ^ ilVeste donc 
m[Zm — 7) — 3/7t(/7f — 3) — 2 (m — 2) =4 

points où la jacobienne peut rencontrer /*= o et par 
suite où la courbe (2) peut toucher (i)) et par suite 
quatre valeursdeXpour lesquelles B* — 4ACs'aunulepar 
le fait du contact de (i) et (2). Le polynôme V est donc du 
quatrième degré en a^ d'où il résulte que Vol et par suite 
l'a: et Vy d'un point variable B de la courbe^ = o peu- 
vent s'exprimer rationnellement en fonction d'un para- 
mètre X et d'un radical de la forme 



^\' -^ aX» -H pX^ -+- 7X H- ^, 

ce qui démontre le théorème énoncé plus haut. 

La première démonstration de ce théorème est due à 
M. Clebsch [Journal de Crelle, t. 64, p. 210). 

Renutrque. — On pourra représenter les coordon- 
nées X, y de la courbe (i) sous la forme 

* = F[x,^(i— X»)(i_A'V)J, 

« 

â r^ide d'une transformation rationnelle opérée sur la 
variable X*, si l'on fait alors \ = snf, on aura 

j: = G(snf) 4-sn'/H(snf) 
j=:K(sn/) -i- sn /L(8ii/), 



. I 
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G, H, K, L désignant des fonctions rationnelles. En 
effet, le radical entrera si Ton veut dans x et j^ sous 
forme linéaire ; or il est égal à en t dn /, c'est-à-dire à sWt. 

c. Q. F. n. 

Ainsi, quand une courbe a son maximum de points 
doubles moins i, ses coordonnées sont des fonctions ra- 
tionnelles d^uu même sinus amplitude et de sa dérivée, 
ou, si Ton veut encore, sont des fonctions doublement 
périodiques de même période d'une même variable. 



QUELQUES COURBES REMARQUABLES DOKT L EQUÂTIOZV 
DÉPEMD DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

Lorsque l'on cherche une courbe plane dont le rayon 
de courbure soit proportionnel à Tinvcrse deTabscisse^ on 
est conduit à Téquation 






Cette courbe est une élastique, on la rencontre encore 
quand on cherche parmi les courbes isopérimètres celle 
qui engendre le volume de révolution minimum ; en 
transformant convenablement les coordonnées, on peut 

prendre c =^ o: alors on a -— == o, quand x ::=: o, et 



si a'' — X* 



OU 



-X' 






•V(-5)(-l) 
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Si l'on fait - = ^ on a 
a 






or, en prenan t le module h égal à — > en sorte que A* = A'* , 
on a 



en 



2 

si donc on fait 



ô = — -^ V(i— cn^e)(i -4-cn='e)-, 



_ v/^ 



^ = cn9, de^z-^ — v/(i —/') (i -r-^^'jc^O, 

2 



on aura 

— </Ôcn*ô=: ^— 

la limite inférieure est d'ailleurs arbitraire si Ton choisit 
convenablement l'origine : on à alors 



Je ^ ^ Je 



J = --|-9+-|-Z(9), 



J7zr: « cnÔ. 



La courbe de M, Delaunay engendrée par le foyer 
d'une ellipse ou d'une hyperbole qui roule sans glisser 
sur une droite a pour équation 

( .r» zh b^] dx 
dy=z ^ 



=•1 



son abscisse et son ordonnée s'exprimeront facilement 
aussi par les fonctions elliptiques. Dans cette courbe, la 
moyenne harmonique du rayon de courbure et de la 
normale est constante. 
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SOE LE MOUVEMENT DE BOTATION AUTOUR d'uN POIAT. 

Les équations du mouvement d*un corps solide qui 
présente un point fixe et qui n^est sollicité par aucune 
force extérieure sont, comme on sait, 

A|={B-C)îr. 

« 

(.) > Bg={C-A)/p, 

A, B, C sont les moments d^iuertie principaux rela- 
tifs au point fixe; p^ q^ r sont les composantes de la ro- 
tation instantanée autour des axes principaux relatifs 
au même point; enfin, t est le temps. 

L'analogie entre les équations (i) et celles qui lient 
entre eux snor, en jr, dnx et leurs dérivées est telle, que 
Ton est tenté de poser 

/? = acng'(r — -), 
7=rpsng'(r-T), 
r:=7dn^(/~T), 

a, (3, y, gf, T et le module k désignant des constantes ar- 
bitraires ; et Ton satisfera efTectivemeut aux formules (i ) 

si, observant que 

cn':r = — snx dn j:, 

sn'x=: cnxdo^r^ 

dn' x r= — /' snx en x, 
on prend 



^^^V {A-B)(A^C)' 



W ,|p=.Vfï3'<= 



B)(B-C)' 



=.v/ 



AB 



(A-C)(B-C) 
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Ces formules, auxquelles on est conduit ainsi par la 
méthode des coefficients indéterminés, fourniront pour 
ff, (3, y des valeurs réelles si Ton a Â >> B^ C, ce qu'il 
est toujours permis de supposer. 

Les trois arbitraires de la solution sont g^k^ t. On 
peut faire abstraction de la dernière t, et, en comptant 
convenablement le temps, poser 

(2) /? = acngr, q=psngty r=:f<ïngi. 

Les formules (i) sont donc intégrées. 

Mais, pour résoudre complètement le problème, il ne 
suffit pas de connaître p, q^ r, il faut encore calculer 
les valeurs des angles 6, f , ^, qui, dans les formules de 
transformation de coordonnées d'Euler, servent à définir 
la position des axes principaux d'inertie par rapport à 
trois axes fixes passant au point fixe. On démontre dans 
les Traités de Mécanique que Ton a 

/> = sm » sm -V- -4- cos®-;-» 

(3) \ g=cos(fS\nB-j- — 8my~> 

drf ^ d'if 

r=:-f 4-cosô-r-* 
dt de 

Prenons le plan du maximum des aires, ou plan inva- 
riable, pour plan des xy. On sait que Â/7, B^/, Cr sont 
les moments des quantités de mouvement relatives aux 
axes principaux. Si donc on désigne par G la constante 

des aires )jA*p* -+- B*^* H- C*/"*, on aura 

A/? = Gcos(2,A), B^ = Gcos(z, B), Cr=Gcos(z, C), 



ou 



bien 



Ap = G sinô sincp, 
(4) { B^ = Gsindcosf, 

CrmGcosO. 
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La constante G est facile à calculer au moyen de k et 
de g. De ces trois formules on tire et cf ; il reste à cal- 
culer Tangle ^. Pour cela, entre les formules (3), ëli- 



rf9 
minons -r- 9 nous aurons 
ilt 



ou 



/isiny -h 7C0s^ m 8in9 — 



^~ siiiO 



Éliminons f et 6 de là, au moyen des formules (4)» 
nous aurons 

ou enfin 

(5) ^=Qj^^^^L!^!-±:^i^^^dt. 

Posons, pour abréger 
(6) ^ gt—x^ 

nous aurons alors 

G Aa^cn»x + Bô'sn'x . 

rt\L = — — i- — - dx, 

^ g A'a^cn^j: -H B'p'sn^j: 

Remplaçons cn'j: par i — sn'x, et a, (3, y par leurs 
valeurs (a); nous aurons 

G B — C -+- ( A — B) sn'.r 
a 4» = ttt: ; — -, — ^ dx. 

^ g A(B — C)-hC(A — B)sn-'x 

Posons 

/ X /A B — C / " •- ■ / 

et a sera réel^ puisque sna est une fonction impaire 5 
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nous aurons alors 

B — C 






ou 



l'.r sn^aJ — 



^ sn\T sn^<7 i/ — I 

r/^ = —, p^— - i-/^, 



ce que l'on peut écrire 



(o) Y ^^^ — r~ I ^f"» 

S^^ J sn*-r — sfiV/y — I 

Désignons par F(.r) la quantité placée sous le signe f^ 
en sorte que 

Nous allons, pour pouvoir intégrer, décomposer F(.r) 
en éléments simples, par la méthode de M. Hermite. 
Nous désignerons par F Tintégrale de 

prise le long d'un parallélogramme de cô'és aK et 

a K' \l — 1 ( périodes des fonctions elliptiques). Cette quan- 
tité F est indépendante de x\ elle est égale à la somme 
des résidus de la fonction f(z) pris à l'intérieur du pa- 
rallélogramme en question. Si l'on suppose que ce pa- 
rallélogramme contienne le point x^ le résidu relatif à 
ce point sera F(x]; quant aux résidus relatifs aux autres 

infinis asj — i et — a\J — i, ils sont de la forme 

H^(/7v/~ — x) 
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multipliée par la limite de 

(x — a^ — i)(A»n*j7 — Csn*a^ — i ) 
stï^x — sn^a^ — I 

pourx = a^ — 1 5 or cette limite est 

(A — C)8n»flV^^^ (A — Omi^av/"^ 

— ^ ou ^ 



r=:: 



2sna ^ — isna^ — i o.%na^ — j cna^ — i dna^ — i 

ainsi donc on a 

A sn* jî — C%n*a ^ — i 
sn^jr — sn'tf \/ — i 

l E'ias/— i —x) (A — C)sn^/i/^ 

^H(a^ — I — j:) sna^ — i cDûf v^ — i dna\/ — i 

I H' («v/— I ■+■ ^) ( A — C) sn'as/— i 

-^ — " ■ ■ ' ■ ■ — 

^H(/ï^ — i -\- x) snay^ — icna^ — i dna ^ — i 
ou bien 



„. , Asn^x — Csn^aJ — i 

F(x) = J— 

sn' j: — sn'rty^ — i 

I (A — C)&na^ — I 

^ cil II v/ — I dna^ — i 
r W{a^'Zr[\^a:) ^' (g^ITi — .r) 1 

Substituant cette valeur dans (8), on a 

Gr iG(A— C) 8na\/— i 



. ^ , ^^^ 2 ^AC cnav^— idiîûv^— I 

X log -^ !=-• 

V H(x-+- av'— « j 

Cette formule se simplifie beaucoup quand on remplace 
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G par sa valeur. On a 

sî (ce qui est permis, puisque G est constant) on fait 
X = o, on a 

et, en remplaçant a et y par leurs valeurs (a), 

, ABC A/^fB — C) -♦-CA— B) 

^ A— C (A — B){B-C) 



d'un autre côte, sî, à l'aide de (7), on calcule en a^ — i 
et dn a ^ — 1, et si alors on forme la quantité , 

1 G(A — C) sngy/— i 

2 g'AC cna^ — idnay-—! 



on la trouve, réductions faites, égale à ^ 5 il en résulte 

que la formule (9) se réduit i 

GTjt J— I . Hfo: — /i\/-~ I ) 
^ 3= h ^ log — ^ ^ • 

On peut introduire, comme Ta fait Jacobi, la fonction 
à la place de H, en observant qu'à un facteur constant 
près on a 

it^"^ 

__^ « V— »' 

Si donc on fait a + K.' = ^, on aura, en négligeant une 
constante, 
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Rueb, en modiiiantdes formules données par Legendre, 
était parvenu par une tout autre voie à ces résultats; 
Jacobi est allé plus loin en calculant encore les lignes 
trigonométriques de ^ de manière à revenir, au moyen 
des formules d^Euler, aux neuf cosinus qui définissent la 
position du corps. Indiquons rapidement la marche qu'il 
a suivie. 

La formule (lo), en ayant égard à (6), devient 

J, z=z — - H loi* — =7-; 

^ AC ^ ^e(,r^çV-ij 

si Ton pose 

i/— I . ®(.T~ çv/— i ^ Gr 

^' -?. *^e(.r + ÇV-.J AC 

on aura 

et^ se composera d^u ne partie proportionnelle au temps 
(et Ton pourra appeler la quantité n le moyen mouve- 
ment) et d'une partie ^i dont nous allons calculer le 
sinus et le cosinus. On a 



y 0(.r— Çv'— ï 



et Ton en conclut facilement cos^pi et sin^pi. Pour plus 
de développements, nous renverrons au Mémoire de 
Jacobi inséré dans ses Mathematische Werke, t. XI, 
p. ïSp, écrit en français. 

MOUVEMENT nU PENOULE CONIQUE. 

Prenons pour axe des z la verticale descendante du 
point de suspension, pour plan des xj le plan horizon- 
tal passant par le même point. Soient r la longueur du 



( «77 ) 
pendule, 9 sa colatitude, ^ sa longitude : le théorème 

des forces vives donnera 

(i) ^\'t) -l-'^sin'Ô ( -^ I = 2gr cosB -{- a, 

et celui des aires 

a et c sont deux constantes dont nous allons fixer la 
valeur. Soient i^] = ^gh^ la vitesse initiale du mobile, 
h sa hauteur initiale au-dessus du point le plus bas^ en 
faisant t = o dans (i), nous aurons 

v] = ngrcosQ^ -h rt, 
ou 

7.gho = 7,gh -+- a ; 
d'où 

(3) az=zig[h. — h). 

Désignons par [l Tangle que i^o f^it ^vec Thoiizon. En 
faisant t =±: o, = (?o dans (2), nous aurons 

mais rsinôo (•^) est égal à i^ocosjx et rsinÔo est égal à 
y'r* — A', on a donc 



(4 ) c = ^H — h} Po cosft = ^igh^[r'^ — A') cosft. 

Maintenant,' entre (1) et (2), éliminons -^y nous au- 

rons 

c?Ô\* (25^0080 -f- fl) r*sin^ô — c 

r<sin*ô 



©■= 



Si nous posons 
(6) rco%Oz=zz, 

L. Fond, ellipt. 12 
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nous aurons 

(') r»(~y=:(2g«4-ii)(r»-.2»)~c» 

OU, en vertu de (3) et (4)» 

r» ( ^y = iig[{z -f- h. — /•) (r> — z>) — ^.(H — /*») ços^]. 

Si l'on substitue à z, dans le second membre, 
— 00 , — r, /i, -f- r, on obtient des résultats ayant pour 
signes -h, — , -+-, — ; on peut donc. poser 

(^) ^(|)' = -=»ff('-«)(»-P)(»-7). 

a, |3, y désignant des quantités réelles dont deux sont 
comprises entre — r et 4- '', et dont la troisième est né- 
gative et moindre que — r. 

On sait que, pour ramener Téquation (8) à celle qui 
définit la fonction elliptique, il faut poser z = a -h pu^ ; 
posons donc 

(9) z = a -h^sn'wr; 

nous aurons, au lieu de (8), en écrivant s au lieu de 
sn (ùt et en désignant par k le module inconnu de snco/, 

-h52[(i-H^') 2r>w»/? -hg/?(2a— p — 7)] 

4- 2r»w*/? -*-ér(a-- P) (a--7) = o. 

Cette formule aura lieu, quel que soit 5, si 

2r» 



s 

(i 4- /^) »' = 2a — p — 7, 

S 

2r' 

— a>»/?=:-(a— p) (a — 7), 
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En élîtuinant o) par division, on en lire 

I + A-»~"2a — p — 7' T""(a— p) (a — 7)' 

d'où, égalant les valeurs de A:'. 

■ />'+(«-P)(«-7) , 
2a — p — 7 

En résolvant par rapport à p, on trouve — (a — (3) 
ou — (a — 7) : alors A* = ? ou ^- Pour que A 

^ ' ' a — y a, — p * 

soit réel, il faudra que a — P et a — y soient de même 
signe, ce à quoi on arrivera en prenant pour a la racine 
positive la plus grande. Enfin, pour que k soit moindre 

que l'unité, on prendra p = — (a — j3), A'= ^^ et 

"~~ 7 

Ton supposera que y soit la plus petite des racines; 
alors on aura 

^ ' y 2H a — 7 

la formule (9) donne alors 

z = a — (a — p) sn^ ft>r, 
OU bien 

2 = a en*»/ -f- psn^ur, 

OU, en vertu de (6) , 

(11) rcos9 = acn'«r-4- psn'wf 

Maintenant, la formule (2) donne 

d"^ c 

^""/^sin^ô 
et, en vertu de (11), 

rfj,= s^ 

r'— (acn^wr-h psn»»r)' 
crf^ / I 



» 



2/* \r — acn^ur — psn'tûi r -t- acn'w/ H- p sn^wr 
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On a donc enfin 



t(+-*.)=,- 



I n^ dt 

J r — 7. 



4-- 
r 



1 /^' i// 

-4-a J a— p , / 

■- 



Les deux intégrales qui figurent ici sont de seconde 
espèce; — [^ — ^o) se composera donc d'un terme pro- 
poriiounel à t et de termes périodiques de la forme 

e'(w/-i-«) 

Si donc on imprimait au pendule un mouvement uni- 
forme de rotation convenable, son mouvement relatif 
serait périodique* 



FIN. 
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ERRATA, 

Page II, dernière. ligne, au lieu de (aef)^ lisez {ghi). 

Page 30, ligne 8, au lieu de 1 , lisez j 

Page ai, dans^les deux dernières formules, et page aa dans la première 

formule, remplacez (z ■+■ a:)»+* par (z — «)*(« — x). 
Page aa, dernière ligne, au lieu de m — n, lisez Im — In. 
Page 33, ligne 4i ^f* H^u de 

[ log /(«);] —\m — «, Usez — ^ [log/(«) ] = 2 m — 2 /?. 

Page a3, ligne 7, supprimez le facteur 3 7r. 

Page a3, ligne 8, aa /iVm <fc 7» — /i, lisez 371 (S m — 2/i ). 



I 



Page a3, ligne la, écrivez en avant du premier membre • 

Page a5, ligne 5*, au lieu défiez) dans le second membre^ lisez f(x). 

/dx 
— et log:t, mettre le signe = . 

Page 36, ligne ai, supprimez le signe — . 

Page 38, avant-dernière ligne, au lieu de xlp, lisez x„lp. 

Page 43» ligne 10, au lieu de 

[«^(y-H<?)-7^^(aH-;3)]% 
usez 

Page 47) ligne 14, au lieu de dxy lisez dtp. 

Page 49, ligne i5, au lieu de yj a. -i- k ^ ^, lisez ^. 

Page 53, au lieu- de zdz, lisez idz. 

Page ^S^ ligne 9, au lieu de = f», lisez =iA'*t*, 

Page 55, ligne i\, au lieu dedy^ lisez dt. 

Page 69, ligne 5, supprimez le signe — en face du signe II. 

Page 70, lignes' II et i3, changez dans le second membre de la formule 

V— I en — ^ — I. 

P«ge 7^, dernière ligne, aujieu de ■ y lisez > 

Page 80, ligne 14, au lieu delU{x) est égal à H,(:r-hA), Usez H,(jc) 

est égal à H(x-f.A). 
Page 83, lignes 4 et 6 en commençant par le bas, au lieu de qn{n-hx)^ 

lisez q i-+-"H-. . -<-(*»-*-i ) . 



